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Resumen 

 Hoy en día el sector industrial se está apoyando en la investigación científica para 

controlar y mejorar sus procesos, todo esto se debe en gran medida a la expansión industrial 

en todo el mundo, además la diversidad de procesos industriales hace necesario el apoyo de 

herramientas, métodos y técnicas capaces de comprender, analizar y controlar los procesos 

industriales que presenten variabilidad durante su implementación. 

 La regresión lineal es una herramienta estadística comúnmente utilizada para analizar 

la posible relación entre las variables, en la mayoría de los casos el análisis que se lleva a 

cabo mediante el método de Mínimos Cuadrados, el cual es realizado entre una variable de 

salida y dos o más variables de entrada, también llamadas factores. El problema al utilizar 

dicho método es cuando las variables de entrada presentan una alta relación entre ellas, 

(también conocido como multicolinealidad), el modelo que se obtiene mediante mínimos 

cuadrados no es confiable al momento de analizar el proceso en cuestión.  

 La regresión Ridge es una alternativa que se utiliza cuando los factores presentan 

multicolinealidad, sin embargo para llevar a cabo este método es necesario agregar un valor 

numérico llamado sesgo que permite eliminar la relación entre los factores, no obstante al 

añadir dicho valor es importante agregar un número lo suficientemente grande para eliminar 

la multicolinealidad, pero también lo suficientemente pequeño para que no afecte demasiado 

al modelo. 

 Es por eso que en este trabajo de investigación se lleva a cabo un análisis comparativo 

entre diversos métodos para obtener parámetros de sesgo que eliminan la multicolinealidad 



entre los factores de entrada, aunado a un porcentaje aceptable del ajuste del modelo. Por lo 

cual se construyó el Análisis de la Varianza (𝐴𝑁𝑂𝑉𝐴 por sus siglas en inglés) para cada 

método con el fin de realizar un comparativo entre los diversos métodos. Además se 

contrastan los métodos con métricas estadísticas como lo son el Cuadrado Medio del Error 

(𝑀𝑆𝐸 por sus siglas en inglés) y  el ajuste del modelo (𝑅2) las cuales permitirán elegir el 

método más adecuado al momento de seleccionar el sesgo que elimine la dependencia lineal 

entre las variables de entrada. Los resultados obtenidos fueron aplicados a dos procesos 

industriales, el primero es del maquinado de una pieza y el segundo es un proceso de 

soldadura. 
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Capítulo 1 
 

Introducción 

 La industria tiene como objetivo aprovechar los recursos naturales para convertirlos 

en productos útiles para la humanidad, mejorando así, su calidad de vida. En el sector 

industria existe gran variedad de procesos para la obtención, transformación y transportación 

de la materia prima, en esta investigación se ahondará en la transformación de los recursos 

naturales, los cuales son también conocidos como procesos de manufactura. 

 La manufactura cuenta con una alta gama de procesos industriales y debido a que la 

empresa desea cumplir con las especificaciones del producto, es necesario que los procesos 

se encuentren controlados. Al tener los parámetros adecuados de los factores, esto permite 

obtener las características de calidad que se desea, en caso contrario, se puede mencionar que 

el proceso presenta variabilidad. Debido a las exigencias industriales, si el producto no 

cumple con las características deseadas (a pesar de tener los parámetros establecidos para el 

proceso), una práctica utilizada con mayor frecuencia para ajustar los parámetros de los 

factores que intervienen durante el proceso es, modificarlos a prueba y error, esperando que 

el producto llegue a satisfacer las características de calidad. Por tal motivo, es pertinente 

recurrir a especialistas que analicen el proceso, determinen las razones por las cuales el 

proceso presenta variabilidad y señalen las condiciones necesarias para obtener las 

especificaciones deseadas para el producto. 
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 Para analizar el proceso se puede realizar una investigación científica, donde los 

recursos son más abundantes. Un camino es la estadística, esta ciencia toma relevancia en el 

área industrial, debido a que cuenta con diversas técnicas que se pueden implementar para 

dar solución a los problemas en los procesos de manufactura, asimismo, la estadística cuenta 

con todo un compendio de métricas que avalan, dan certeza y veracidad a los resultados 

obtenidos de la investigación. 

 Dentro de la estadística se encuentra el análisis de regresión, empleado con el fin de 

investigar y modelar la relación entre las variables, para después inferir a partir del modelo 

detalles importantes acerca del proceso, como lo son: determinar cuáles son los factores más 

significativos, establecer intervalos de confianza a los factores del proceso para poder 

cumplir con las características de calidad del producto, etc. Entonces, el análisis de regresión 

se convierte en una herramienta útil para dar solución a problemáticas industriales. 

 Un objetivo importante en el análisis de regresión es estimar los coeficientes en el 

modelo de regresión, también llamado “ajuste del modelo”, se calculan los coeficientes 

aplicando procedimientos matemáticos para resolver un sistema de ecuaciones (generado a 

partir de una muestra de los datos del proceso) el cual es expresado en notación matricial 

para mayor comodidad. Seguido de la estimación de los coeficientes, se analiza el modelo de 

regresión para establecer si es adecuado y definir también la calidad del ajuste; a partir del 

análisis se determina la utilidad del modelo de regresión, señalando si es razonable o si se 

debe modificar. El análisis del modelo también es conocido como “comprobación de la 

adecuación del modelo”. 
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 Un problema que influye sobre la utilidad del modelo de regresión es la 

multicolinealidad entre las variables de entrada. La multicolinealidad implica una 

dependencia casi lineal entre los factores del proceso, afectando la precisión para estimar los 

coeficientes de regresión, que son utilizados para aplicar las pruebas de hipótesis sobre los 

coeficientes individuales del modelo, mediante estas pruebas de hipótesis se determina la 

contribución individual de dichos coeficiente para el modelo. Por lo tanto, la 

multicolinealidad afecta directamente las pruebas de hipótesis del modelo, generando 

problemas como, señalar erróneamente la contribución individual de los coeficientes en el 

modelo de regresión. 

 Ante la presencia de multicolinealidad entre las variables de entrada (factores), se 

debe optar por otros métodos de regresión distintos a Mínimos Cuadrados (𝑀𝐶), como 

Regresión Ridge (𝑅𝑅), su objetivo es eliminar el efecto de la multicolinealidad, agregando 

un valor de sesgo a la matriz de diseño, de preferencia entre cero y uno (Montgomery, Peck, 

& Vining, 2006) aportado por el investigador. Existen diferentes técnicas para determinar el 

valor de sesgo en 𝑅𝑅 , entre las que destacan: la traza de Ridge y un método iterativo 

propuesto por Hoerl et al., (1975), dicho método se ha ido modificando y se han obtenido 

buenos resultados como se muestra en Golub et al., (1979), Kibria (2003), Alkhamisi et al., 

(2007), Dorugade et al., (2010), Wong et al., (2015). Al emplear Regresión Ridge es 

importante obtener el sesgo de tal forma que, la reducción de la multicolinealidad sea mayor 

que el aumento del Cuadrado Medio del Error (𝑀𝑆𝐸 por sus siglas en inglés) se observa que 

cuando el sesgo aumenta, también aumenta 𝑀𝑆𝐸  y disminuye el estadístico 𝑅2  conocido 

como “adecuación general del modelo”, implicando una pérdida de “ajuste” pero se obtienen 

estimadores más estables.
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Capítulo 2 

Planteamiento del problema 

En este capítulo se presenta la descripción del problema, seguido de las hipótesis, 

objetivos, tanto el general como los específicos, las ventajas y desventajas de la solución del 

problema y los resultados esperados, todo esto a través de secciones. 

2.1 Descripción del problema 

 Al aplicar Mínimos Cuadrados (𝑀𝐶)  en un proceso industrial con presencia de 

multicolinealidad entre sus factores, se obtendrán estimadores inadecuados, es necesario 

recurrir a métodos alternativos para tratar la multicolinealidad y obtener estimadores más 

estables. 

 El modelo de regresión múltiple representado en forma matricial es: 

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀 (2.1) 

 Donde 𝑦 es el vector de respuestas, 𝑋 representa la matriz de diseño, 𝛽 es el vector 

de parámetros desconocidos y 𝜀 es un vector de errores aleatorios. 

 Los estimadores mediante Mínimos Cuadrados son: 

�̂�𝑀𝐶 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑦 (2.2) 

 Si la matriz 𝑋′𝑋  presenta dependencia lineal entre sus columnas entonces se 

obtendrán estimadores inestables debido a la multicolinealidad. 

 Definiendo la multicolinealidad de la matriz de diseño 𝑋  en términos de la 

dependencia lineal entre las columnas, donde 𝑋𝑗 es la 𝑗 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 columna de la matriz 𝑋 de 
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modo que 𝑋 = [𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑝] van a ser linealmente dependientes si existe un conjunto de 

constantes 𝑡1,  𝑡2, … , 𝑡𝑝 no todas cero, tales que: 

∑𝑡𝑗𝑋𝑗

𝑝

𝑗=1

= 0 (2.3) 

Si la ecuación (2.3) es exactamente válida para un subconjunto de las columnas 𝑋, 

entonces la matriz 𝑋 es Linealmente Dependiente (𝐿𝐷), por lo cual las columnas de 𝑋 no son 

ortogonales, eso implica que las columnas de la matriz generada 𝑋´𝑋 sean no ortogonales, 

entonces el rango de la matriz 𝑋´𝑋 es menor que su número de columnas, por lo que la matriz 

𝑋´𝑋  es singular y su determinante es cero |𝑋´𝑋| = 0, ocasionando la inexistencia de su 

inversa (𝑋´𝑋)−1 y no poder calcular los estimadores mediante Mínimos Cuadrados. 

 Ahora si la ecuación (2.3) es aproximadamente válida para un subconjunto de las 

columnas 𝑋 , entonces va a existir dependencia casi lineal en la matriz 𝑋, esto implica que la 

matriz generada 𝑋´𝑋 también presenta dependencia casi lineal, ocasionando que el rango de 

la matriz 𝑋´𝑋 sea menor o igual a su número de columnas, entonces la matriz 𝑋´𝑋 es casi 

singular y su determinante es muy cercano a cero |𝑋´𝑋| ≈ 0 afectando el cálculo de los 

estimadores del modelo mediante 𝑀𝐶. 

 Si la dependencia lineal es muy alta en la matriz, podrán ocurrir los siguientes 

síntomas al modelar mediante Mínimos Cuadrados. 

 Pequeños cambios en los datos provocan grandes cambios en las estimaciones de 

los coeficientes. 

 Las estimaciones de los coeficientes pueden presentar signos distintos a los 

esperados y magnitudes poco razonables. 

 Se incrementan las varianzas de los coeficientes estimados por 𝑀𝐶. 
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 Se obtienen valores altos del coeficiente de determinación 𝑅2  aun cuando los 

valores de los estadísticos 𝑡 de forma individual son bajos. 

 Un serio problema de modelar un proceso mediante regresión, es la presencia de 

multicolinealidad en la matriz de diseño, debido a que el “ajuste del modelo” mediante 

Mínimos Cuadrados es inadecuado, generando estimadores muy sensibles. Es necesario 

detectar y eliminar la presencia de multicolinealidad para obtener estimadores más estables 

del modelo de regresión. 

 Para detectar la multicolinealidad se utilizan los métodos: 

a) Examen de la matriz de correlación: inspecciona los elementos 𝑟𝑖𝑗 no diagonales de 

la matriz de diseño, si se observan valores próximos a 1 entonces los elementos 𝑥𝑖 y 

𝑥𝑗 son casi linealmente dependientes. 

𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗
=

𝜎𝑥𝑖𝑥𝑗

𝜎𝑥𝑖
𝜎𝑥𝑗

 
(2.4) 

b) Factores de Inflación de la Varianza (𝑉𝐼𝐹 por sus siglas en inglés): miden el efecto 

combinado que tienen las dependencias entre los regresores sobre la varianza de cada 

término, si los 𝑉𝐼𝐹 obtenidos son mayores que 10 existe multicolinealidad. 

𝑉𝐼𝐹𝑗 =
1

(1 − 𝑅𝑗
2)

 
(2.5) 

c) Análisis del Eigensistema: si uno o más eigenvalores son muy pequeños, implica que 

existe dependencia casi lineal entre las columnas de la matriz. Se examina el número 

de condición que se define como: 

𝜂 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
 

(2.6) 



7 
 

Si 𝑘 < 100 no existen problemas graves de multicolinealidad, si 𝑘 esta entre 100 y 

1000 implica multicolinealidad de moderada a fuerte y si 𝑘 > 1000 es indicio de 

fuerte multicolinealidad. 

 A continuación se muestra un primer caso de estudio de un proceso de maquinado 

para evidenciar la multicolinealidad y señalar el impacto negativo que tiene sobre los 

estimadores obtenidos mediante regresión. 

 El proceso de rectificado utiliza una maquina con programación CNC para dar un 

acabado superficial a la pieza de la Figura 2.1. La herramienta de corte que se emplea 

acumula residuos en ella, es necesario remover el exceso mediante un proceso llamado 

dresado, para que así, el proceso de rectificado se realice de manera correcta. Las variables 

del proceso son: 

𝑥1= Avance de herramienta (mm/rev) 

𝑥2= Profundidad de corte (mm) 

 𝑦= Diámetro 30.187 mm 

 

 

Figura 2.1 Pieza proceso de maquinado 
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 La siguiente tabla muestra 27 observaciones del proceso de rectificado para obtener 

la pieza de la figura (2.1). Se genera la matriz de diseño para detectar la multicolinealidad 

entre las variables de entrada. 

Tabla 2.1. Matriz de diseño del proceso de maquinado 

𝑥1 𝑥2 𝑥1𝑥2 𝑥1
2 𝑥2

2 𝑦 

Avance de 

corte 

Profundidad 

de corte 
AC*PC AC2 PC2 D 30.187 

180 30 5400 32400 900 30.184 

180 40 7200 32400 1600 30.187 

180 50 9000 32400 2500 30.188 

200 30 6000 40000 900 30.190 

200 40 8000 40000 1600 30.191 

200 50 10000 40000 2500 30.190 

220 30 6600 48400 900 30.196 

220 40 8800 48400 1600 30.195 

220 50 11000 48400 2500 30.194 

180 30 5400 32400 900 30.190 

180 40 7200 32400 1600 30.187 

180 50 9000 32400 2500 30.189 

200 30 6000 40000 900 30.193 

200 40 8000 40000 1600 30.194 

200 50 10000 40000 2500 30.190 

220 30 6600 48400 900 30.195 

220 40 8800 48400 1600 30.199 

220 50 11000 48400 2500 30.198 

180 30 5400 32400 900 30.196 

180 40 7200 32400 1600 30.194 

180 50 9000 32400 2500 30.194 

200 30 6000 40000 900 30.197 

200 40 8000 40000 1600 30.197 

200 50 10000 40000 2500 30.199 

220 30 6600 48400 900 30.199 

220 40 8800 48400 1600 30.200 

220 50 11000 48400 2500 30.201 

  



9 
 

 La tabla (2.2) muestra los Factores de Inflación de la Varianza (VIF), resultados 

obtenidos a partir de la matriz de diseño. 

Tabla 2.2. Factores de Inflación de la Varianza. Proceso de maquinado 

Variable del 

Polinomio 
VIF 

𝑥1 1225 

𝑥2 343 

𝑥1𝑥2 175 

𝑥1
2 1201 

𝑥2
2 193 

 

 Dado los resultados en la tabla (2.2) se observa que los VIF de los coeficientes de 

regresión son mayores a 10 en todas las variables de entrada del proceso (indicio de 

multicolinealidad), además el número de condición obtenido mediante la ecuación (2.6) es 

𝜂 = 7230  por mucho mayor a 1000. Estos resultados nos indican que se obtendrán 

estimadores inestables mediante Mínimos Cuadrados y por consecuencia se generan 

problemas en las pruebas de hipótesis, como puede ser, cometer el error Tipo 1 (rechazar 𝐻0 

cuando no se debería) o el error Tipo 2 (aceptar 𝐻0 cuando no se debería). 

 Otro caso de estudio que evidencia la presencia de multicolinealidad y con ello los 

problemas antes mencionados, es un proceso de soldadura PTA (Plasma Transferred Arc) 

donde intervienen 4 variables de entrada y se estudia la relación contra una variable de salida. 

Se realizó un diseño de experimentos obteniendo 33 observaciones del proceso, las cuales 

muestran a continuación: 
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Tabla 2.3. Observaciones del proceso de soldadura PTA. 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑦 

Tasa de 

alimentación de 

polvo [%] 

Tasa de 

alimentación de 

polvo [g/min] 

Velocidad del 

proceso [cm/min] 

Corriente de 

soldadura 

[Amp] 

Zona afectada 

por el calor 

Área [mm2] 

70 26 80 60 4.908 

60 21 100 60 5.184 

50 18 80 80 4.859 

60 21 100 80 3.693 

60 21 100 70 3.623 

70 26 100 70 3.504 

70 26 120 80 3.711 

60 21 100 70 3.737 

70 26 120 60 3.371 

50 18 100 70 3.345 

60 21 100 70 3.541 

60 21 100 70 4.092 

50 18 80 60 4.674 

60 21 100 70 4.023 

60 21 100 70 3.47 

60 21 100 70 3.478 

50 18 120 80 3.202 

50 18 120 60 3.081 

60 21 100 70 3.447 

60 21 100 70 4.016 

60 21 120 70 2.719 

60 21 100 70 3.526 

70 26 80 80 4.584 

60 21 80 70 4.662 

60 21 100 50 3.498 

60 21 80 50 4.449 

60 21 120 50 3.197 

50 18 120 50 2.985 

60 21 120 50 3.028 

70 26 120 50 2.099 

70 26 160 50 1.813 

70 26 140 50 2.406 

70 26 180 50 1.945 
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 La tabla (2.4) muestra los resultados de los VIF obtenidos a partir de la matriz de 

diseño, observando como en el caso anterior valores mayores a 10 en dos variables de entrada 

del proceso. El número de condición para este caso de estudio fue de 𝜂 = 159 

Tabla 2.4. Factores de Inflación de la Varianza. Soldadura PTA 

Variable del 

Polinomio 
VIF 

𝑥1 33.77 

𝑥2 34.86 

𝑥3 1.48 

𝑥4 1.27 

 

 A partir de los dos casos de estudio analizados en este trabajo, se concluye que la 

multicolinealidad es un problema grave que afecta la estimación de los coeficientes del 

modelo y la inferencia mediante el método Mínimos Cuadrados. Por lo cual, es necesario 

emplear un tratamiento para la matriz de diseño que obtenga estimadores más estables, que 

permitan generar un modelo representativo y determinar los factores más importantes del 

proceso de maquinado. 

 La regresión Ridge es un método que trata el problema de la multicolinealidad, 

propuesto por Hoerl et al., (1970a), la idea central es eliminar el requisito de que el estimador 

𝛽 sea insesgado. La propiedad de Gauss-Markov asegura que el estimador mediante Mínimos 

Cuadrados tiene varianza mínima de entre todos los estimadores lineales insesgados, pero no 

se garantiza que esa varianza sea pequeña, entonces se puede definir un estimador sesgado 

de 𝛽  llamado �̂�𝑅 , que tenga menor varianza que �̂�𝑀𝐶  estimador insesgado de Mínimos 

Cuadrados obtenido con la Ecuación (2.2). Al definir el Cuadrado Medio del Error del 

estimador sesgado resulta: 
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𝑀𝑆𝐸(�̂�𝑅) = 𝐸(�̂�𝑅 − 𝛽)
2
  

 = 𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑅) + [𝐸(�̂�𝑅) − 𝛽]
2
  

 = 𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑅) + [𝑠𝑒𝑠𝑔𝑜 �̂�𝑅]
2
 (2.7) 

 Al aceptar una pequeña cantidad de sesgo en �̂�𝑅 , su varianza se puede hacer pequeña, 

de tal modo que el Cuadrado Medio del Error de �̂�𝑅  va a ser menor que el del estimador 

insesgado de Mínimos Cuadrados �̂�𝑀𝐶  (Piña & Diaz, 2005). En consecuencia, los intervalos 

de confianza para 𝛽 serán mucho más angostos mediante el estimador sesgado. Además, la 

pequeña varianza del estimador �̂�𝑅  implica que es más estable en comparación con el 

estimador �̂�𝑀𝐶 . El estimador de Ridge se calcula resolviendo una versión modificada de 

Mínimos Cuadrados (Hoerl & Kennard, 1970a). 

(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)�̂�𝑅 = 𝑋′𝑦 (2.8) 

El estimador para Ridge del modelo de regresión se obtiene mediante: 

�̂�𝑅 = (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑦 (2.9) 

 Donde 𝑘 ≥ 0 es una constante que determina el analista, se observa que si 𝑘 = 0 el 

estimador Ridge es igual al estimador �̂�𝑀𝐶 . Ahora si 𝑘 > 0 el sesgo en �̂�𝑅  incrementa al 

aumentar 𝑘, sin embargo la varianza disminuye al aumentar 𝑘. Por lo tanto, es importante 

escoger un valor de 𝑘, tal que la reducción de la varianza sea mayor que el aumento del sesgo. 

Además el aumento de 𝑘 trae como consecuencia la disminución del estadístico 𝑅2, debido 

a esto, el “ajuste del modelo” mediante Regresión Ridge no llegará a ser el mejor, pero lo 

importante es que se obtendrán estimadores más estables. 
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 El parámetro 𝑘 de sesgo se puede obtener mediante diversas técnicas, por mencionar 

algunas, existe la traza de Ridge y un proceso iterativo propuesto por Hoerl et al., (1976) a 

continuación se ahonda en dichas técnicas: 

 Para la Traza de Ridge se inicia resolviendo la ecuación (2.9) para diversos valores 𝑘 

de preferencia entre 0 y 1, después se realiza una gráfica, donde se visualiza el 

comportamiento individual de los coeficiente �̂�𝑅 , la traza ilustrará la inestabilidad de la 

solución por Mínimos Cuadrados cuando se observen grandes cambios en los coeficientes 

con pequeños valores de 𝑘, se requiere juicio para interpretar el gráfico y seleccionar un valor 

adecuado de la constante (Montgomery, Peck, & Vining, 2006), debido a que se debe elegir 

un valor de sesgo 𝑘 lo suficientemente grande para producir coeficientes estables, pero que 

no sea innecesariamente grande, porque así se introduce más sesgo y aumenta el Cuadrado 

Medio del Error, este detalle convierte a la traza de Ridge en un método subjetivo para la 

elección de 𝑘. 

 El Método Analítico realiza un proceso iterativo propuesto por Hoerl et al., (1976) 

mediante la fórmula: 

�̂�𝑅(𝑘𝑖) = 𝑘𝑖+1 =
𝑝�̂�2

�̂�′𝑅(𝑘𝑖)�̂�𝑅(𝑘𝑖)
 (2.10) 

 Considerando para la primera iteración la solución obtenida mediante Mínimos 

Cuadrados, el contador iniciaría en 𝑖 = 0, el proceso se detiene cuando se cumpla: 

𝑘𝑖+1 − 𝑘𝑖

𝑘𝑖
< 20𝑇−1.3 (2.11) 

 La variable 𝑇 es la traza de la matriz inversa del polinomio dividida entre el número 

de variables de entrada, se escoge este criterio de paro debido a que el valor de  𝑇 aumenta 



14 
 

con la dispersión de los eigenvalores de la matriz 𝑋′𝑋, permitiendo mayor contracción al 

aumentar el grado del deterioro en los datos. 

 Se observa el aumento del Cuadrado Medio del Error (𝑀𝑆𝐸) en ambas técnicas, 

debido al sesgo agregado, que repercute directamente en el cálculo del error estándar (𝑠𝑒), 

el cual se obtiene de la siguiente manera: 

𝑠𝑒 = √𝑀𝑆𝐸 ∗ 𝐶𝑗𝑗 (2.12) 

 Donde 𝐶𝑗𝑗  son los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza de 𝛽 . Al 

eliminar la multicolinealidad, la obtención del error estándar estará afectado por el sesgo, el 

cálculo de este estadístico es muy relevante debido a que es utilizado para calcular 𝑡0 , 

importante para probar la significancia individual de cada coeficiente en el modelo, su 

ecuación es: 

𝑡0 =
�̂�𝑗

𝑠𝑒(�̂�𝑗)
 (2.13) 

 La significancia individual de cada coeficiente son llamadas también “pruebas de 

hipótesis del modelo”, que determinan la importancia de cada coeficiente del modelo de 

regresión, como cada coeficiente está asociado a un factor del proceso, estas pruebas de 

hipótesis establece sí los factores son relevantes para el proceso. Por lo tanto, el sesgo afecta 

gravemente las pruebas de hipótesis del modelo y repercute directamente para determinar la 

importancia de cada factor en el proceso. 

 Como se dijo anteriormente, el sesgo también causa un nivel bajo del estadístico 𝑅2, 

el cual es un valor porcentual que determina la “adecuación general del modelo”, se obtiene 

mediante la ecuación: 
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𝑅2 = 1 −
𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
 (2.14) 

 Donde 𝑆𝑆𝐸 es la Suma de Cuadrados del Error y 𝑆𝑆𝑇 es la Suma de Cuadrados del 

Total, debido a que 𝑆𝑆𝑇  es fija, al aumentar 𝑘  aumenta 𝑆𝑆𝐸  y disminuye 𝑅2 , el cual es 

también llamado coeficiente de determinación del modelo. 

 Por lo cual, la elección del parámetro de sesgo 𝑘 toma gran relevancia, es importante 

determinar la técnica adecuada en la obtención de 𝑘 o si es pertinente, elaborar otro método 

para encontrar el parámetro de sesgo que mejore la estabilidad del estimador, de la mano con 

un menor incremento sobre 𝑀𝑆𝐸. Además, en la literatura se menciona la obtención de un 

valor 𝑘 para eliminar la multicolinealidad (Hui et al., 2017, Xiang et al., 2017, Li et al., 2010, 

Qi et al., 2008) y se ha planteado poco la posibilidad de agregar más de un valor distinto de 

𝑘 a la matriz de diseño (El-Dereny et al., 2011). Esta técnica es llamada Regresión Ridge 

Generalizada (Hoerl et al., 1970) en donde se obtienen parámetros separados de sesgo para 

cada regresor. 

 Se transforma el modelo lineal al espacio de los regresores ortogonales para obtener 

el estimador mediante Regresión Ridge Generalizada (𝐺𝑅𝑅 por sus siglas en inglés) de la 

forma 

(Λ + 𝐾)�̂�𝐺𝑅 = 𝑍′𝑦 (2.15) 

 Donde Λ = 𝑇′𝑋′𝑇𝑋 con 𝑇 como la matriz ortogonal de eigenvectores de 𝑋, 𝐾 es una 

matriz diagonal con los elementos (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑝)  de sesgo, por último 𝑍 = 𝑋𝑇 . Para 

determinar los valores de la matriz 𝐾  (Hoerl et al., 1970) sugieren un método iterativo 

iniciando a partir de la solución de Mínimos Cuadrados considerando que la primera iteración 

es construida a partir de �̂� = Λ−1𝑍′𝑦 , generando así, la matriz con los elementos en la 

diagonal de la forma: 
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𝑘𝑗 =
�̂�2

�̂�𝑗
 (2.16) 

Para después comenzar las iteraciones considerando: 

�̂�𝑖
𝐺𝑅 = (Λ + 𝐾𝑖)𝑍′𝑦 (2.17) 

 Donde 𝐾𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘1
𝑖 , 𝑘2

𝑖 , … , 𝑘𝑝
𝑖 ) estos valores se utilizan para corregir los valores 

de 𝛼, el proceso iterativo continua hasta obtener estimadores estables del parámetro. Hasta 

el momento, no se ha determinado una matriz óptima de 𝐾 para eliminar la multicolinealidad 

debido a que depende de parámetros desconocidos �̂�2 y �̂�𝑗. 

 Se ha destacado como importante los 𝑉𝐼𝐹  y 𝜂  (número de condición) que son 

medidas que dimensionan el problema de multicolinealidad presente entre las variables de 

entrada, lo cual afecta la estimación de los coeficientes del modelo �̂� obtenidos mediante 

regresión. El agregar valores de sesgo elimina la multicolinealidad, generando así 

coeficientes más estables, pero afecta y hace que disminuya el estadístico 𝑅2 (coeficiente de 

determinación) él cual se emplea como criterio que establece el porcentaje de explicación del 

modelo sobre el proceso. 

 Es por lo anterior que, se tiene como enfoque dos funciones como objetivo para el 

modelo de regresión: eliminar la multicolinealidad minimizando los 𝑉𝐼𝐹  y 𝜂  además de 

mantener o maximizar el coeficiente de determinación 𝑅2, lo cual se pretende llevar a cabo 

partiendo de la idea de la Regresión Ridge Generalizada en donde su idea radica en agregar 

más de un valor distinto de sesgo en la matriz de diseño. Al contar con más de un objetivo 

en específico para el modelo de Regresión, es preciso utilizar una optimización multiobjetivo 

para determinar los valores de sesgo en la matriz 𝐾  que elimine la multicolinealidad y 

estabilice el coeficiente de determinación 𝑅2. 
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 Esta herramienta ha sido utilizada por diferentes autores Munner et al., (2015) 

implementaron una optimización multiobjetivo mediante un algoritmo evolutivo llamado 

MOGA por sus siglas en inglés (Multi-objective Optimization Genetic Algorithm) debido a 

que deseaban minimizar dos funciones en específico. 

 Otra aportación realizada por Jun et al., (2015) aplicando una optimización 

multiobjetivo mediante otro algoritmo evolutivo de nombre NSGA-II por sus siglas en inglés 

(Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) donde el interés es maximizar la vida útil de la 

herramienta y al mismo tiempo minimizar la rugosidad de la superficie las cuales son 

demandas industriales comunes. 

 Existe además otra ramificación de la optimización multiobjetivo aplicada por 

ejemplo en Elham et al., (2017) donde utiliza un método de filtro de región de confianza SQP 

(Sequential Cuadratic Programming) para optimizar la estructura del ala de un avión, 

teniendo como función objetivo minimizar el consumo de combustible. 

 Después de haber revisado las aportaciones de diversos autores con respecto a la 

optimización, además de la eficacia de la regresión Ridge Generalizada para afrontar el 

problema de multicolinealidad, surgen las siguientes preguntas de investigación. 
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2.2 Preguntas de investigación 

1. ¿Qué impacto tendrá agregar más de un valor 𝑘 distinto de sesgo en la matriz de 

diseño?  

2. El agregar más de un valor de sesgo 𝑘 ¿Ayudara a generar estimadores más estables? 

3. ¿Qué método de optimización se debe utilizar para encontrar los valores de 𝑘 que 

eliminen la multicolinealidad? 

4. ¿Se deberá plantear una optimización multiobjetivo o global para obtener los valores 

𝑘 que produzcan menos sesgo a los estimadores? 

5. ¿Cuál es el efecto de 𝑘 sobre las variables del proceso de manufactura? 

2.3 Hipótesis 

 Se establecen las siguientes hipótesis, las cuales se demostraran con la metodología 

propuesta en esta investigación. 

1. Se podrá agregar diferentes valores 𝑘 en la matriz de diseño para obtener estimadores 

más estables mediante regresión Ridge. 

2. Es posible que la optimización de los valores 𝑘 elimine la multicolinealidad, disminuya 

el Cuadrado Medio del Error, además de estabilizar el coeficiente de determinación del 

modelo 𝑅2. 
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2.4 Objetivos 

Se plantean los siguientes objetivos con la finalidad de obtener mejores modelos y 

optimizaciones de los procesos que se están investigando. 

2.4.1 Objetivo General 

 Determinar los valores 𝑘  de sesgo que generen estimadores más estables para el 

modelo de regresión Ridge, que permitan explicar mejor las variables del proceso de 

manufactura. 

2.4.2 Objetivos Específicos 

 Establecer que técnicas se pueden implementar para calcular los valores 𝑘 de sesgo 

que eliminen la multicolinealidad. 

 Realizar un método de optimización que determine los valores 𝑘  de sesgo que 

eliminen la multicolinealidad. 

 Aplicar Regresión Ridge a los datos del proceso de manufactura para eliminar la 

multicolinealidad en la matriz de diseño utilizando los valores de sesgo obtenidos. 

 Comparar los estimadores �̂� de cada modelo a partir de los estadísticos Factores de 

Inflación de la Varianza (𝑉𝐼𝐹), Cuadrado Medio del Error (𝑀𝑆𝐸) y el Coeficiente de 

determinación del modelo (𝑅2). 
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2.5 Justificación 

 Debido a la alta competitividad en el mercado industrial, las empresas desean que sus 

productos cumplan, en gran medida, con las especificaciones establecidas, si no se cumplen 

dichas especificaciones, se considera que el proceso presenta alta variabilidad; una manera 

muy recurrente en la industria para tratar de controlar el proceso, es modificando los 

parámetros de los factores de forma arbitraria, es decir, “a prueba y error”, con lo cual, no se 

garantiza un proceso controlado, debido a la poca fiabilidad de dicha técnica.  

 Por lo cual, es pertinente realizar un análisis estadístico al proceso industrial, para 

determinar un modelo que sea representativo, que permita inferir y controlar el proceso, 

generando así, mayor estabilidad en el proceso industrial. 

 En la industria, la mayoría de las ocasiones, los factores del proceso están altamente 

correlacionados, entonces para poder inferir adecuadamente, a partir del modelo de regresión, 

es importante eliminar la multicolinealidad entre las variables de entrada y obtener 

estimadores estables, para que las conclusiones del proceso, basadas en el análisis del 

modelo, sean acertadas. 
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Capítulo 3 

Estado del Arte 

 Se presenta el estado del arte referente a la problemática de la multicolinealidad, la 

aplicación de métodos alternativos de regresión a mínimos cuadrados, además de los avances 

sobre las técnicas de optimización. 

3.1 Revisión de Literatura 

 En (El-Dereny & Rashwan, 2011) se realizó un comparativo de métodos de regresión 

para eliminar la multicolinealidad, como la Regresión Ridge (RR), Regresión Ridge 

Generalizada (RRG), Regresión Ridge Dirigida (RRD) y Mínimos Cuadrados (MC), de tal 

forma que se generan diferentes técnicas para obtener los parámetros de sesgo, todo esto se 

lleva a cabo con datos simulados, concluyendo que los métodos RR, RRG y RRD son mejores 

en presencia de multicolinealidad y los modelos RRG y RRD son mejores utilizando como 

medida el estadístico 𝑅2 también llamado “adecuación general del modelo” con un 91% en 

comparación con el 77% obtenido mediante MC. 

 En (Wong & Chiu, 2015) se propuso una nueva técnica para obtener el parámetro 𝑘 

de sesgo, el resultado es comparado con otros 26 métodos existentes y tomando como medida 

de desempeño de cada método el Cuadrado Medio del Error. Utilizan datos simulados con 

diferentes escenarios, como considerar diferente número de regresores, considerar los valores 

de los regresores de forma aleatoria, además variando la colinealidad entre los datos. 

Concluyendo que en la mayoría de los escenarios la técnica propuesta era mejor en 

comparación con los demás métodos además de Mínimos Cuadrados. 
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 En (Shengzheng, Baoxian, Jiansen, Wei, & Tie, 2017) se propuso un nuevo modelo 

de predicción de consumo de combustible para buques empleando el algoritmo de regresión 

LASSO, debido a que algunas de las variables características están altamente 

correlacionadas, por lo tanto surge un problema de colinealidad múltiple. Se tuvieron en 

cuenta tanto el conjunto de datos operativos de buques realistas como los datos 

meteorológicos, y los resultados de la predicción se compararon cuantitativamente con los 

datos reales de consumo de combustible. Además, el método propuesto fue validado tanto en 

precisión de predicción y rendimiento computacional. El método supera a otros métodos 

tradicionales como ANN (Red Neuronal Artificial), SVR (Regresión Soporte Vector), GP 

(Programación Genética), y también tiene varias buenas características tales como la 

capacidad de interpretación, la generalización y la estabilidad numérica. 

 En (Liu, Miao, Yuan, & Dong, 2017) se estudió el error térmico de máquinas 

herramienta CNC tipo Leaderway V-450 durante diferentes temporadas, utiliza Regresión 

Ridge para establecer un modelo de error térmico para inhibir la mala influencia de la 

colinealidad sobre la robustez pronosticada por error térmico. Proponen el "método de 

modelado por error térmico de la herramienta de Regresión Ridge de Robustez", "método 

RRR" abreviado. Además, en dicho método el coeficiente de correlación se usa para medir 

la correlación entre los puntos sensibles a la temperatura y el error térmico, lo comparan 

contra otros dos métodos y los resultados muestran que el "método RRR" puede mejorar 

significativamente la precisión predicha a largo plazo y la solidez del error térmico. 

Finalmente, el efecto de la aplicación de la compensación práctica muestra que el "método 

RRR" es utilizable y eficaz. 

 En (Wang, Liang, Wang, & Zhang, 2017) se crearon modelos empíricos para predecir 

las fuerzas de la herramienta que actúan sobre una única selección de arrastre, porque son 
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parámetros básicos en el diseño de las unidades de trabajo de las máquinas de excavación y 

la evaluación de su rendimiento. Los coeficientes relevantes de la resistencia de la roca se 

obtuvieron usando el análisis de regresión del componente principal y el análisis de 

Regresión Ridge para el desarrollo del modelo de fuerza cortante de picos cónicos y radiales, 

respectivamente. Verifican el rendimiento de predicción de los nuevos modelos mediante la 

prueba de hipótesis y el análisis de regresión entre los valores de fuerza de corte medidos y 

predichos. En conclusión se evita la multicolinealidad grave en modelos de regresión lineal 

múltiple, y los coeficientes de regresión inducidos y las ecuaciones son más razonables 

físicamente. 

 En (Demirhan, 2014) propuso un nuevo modelo no lineal para la estimación de la 

radiación solar horizontal promedio diaria haciendo uso de la técnica de programación 

genética para superar la multicolinealidad, estimar y predecir con éxito la cantidad de 

radiación solar diaria promedio. Revisan algunos de los modelos desarrollados para Turquía, 

donde observan que estos modelos se han identificado como precisos bajo ciertas estructuras 

de multicolinealidad, y cuando se elimina la multicolinealidad, la precisión de estos modelos 

es controversial. De acuerdo al modelo propuesto, la variable con mayor impacto relativo en 

la radiación solar diaria promedio es la altitud. Las variables asociadas a este modelo son: 

efectos de temperatura, precipitación, altitud, longitud y promedio mensual de radiación solar 

horizontal, la humedad y la temperatura del suelo no están incluidas en el modelo debido a 

su alta correlación con precipitación y temperatura, respectivamente. No existe un problema 

de multicolinealidad en el nuevo modelo, y su exactitud de estimación es mejor que los 

modelos revisados en términos de numerosas medidas de rendimiento estadístico. 

 En (Ying-Ze, y otros, 2013) se investigaron los efectos de la colinealidad de la fuente 

y la presencia de fuentes desconocidas en el modelo NCPCRCMB (balance de masa química 
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de la regresión de componentes principales no negativos restringidos) que se comparó con 

USEPA CMB8.2, el modelo NCPCRCMB puede obtener resultados más estables, incluso si 

distribuye los conjuntos de datos con un fuerte problema de colinealidad, fue propuesto y 

validado por conjuntos de datos sintéticos, así como un conjunto de datos ambientales de 

Kaifeng, China. El modelo NCPCRCMB puede tolerar niveles más altos de colinealidad de 

la fuente como proporciones de fuentes desconocidas. Ambos modelos se realizaron para 

distribuir las contribuciones de seis fuentes conocidas (Fuente A, polvo de suelo, ceniza 

volante de combustión de carbón, polvo de cemento, sal marina y acería) a los receptores 

sintéticos para los 1000 conjuntos de datos sintéticos. En conclusión NCPCRCMB resolver 

el problema de colinealidad entre los perfiles de origen. 

 En (Yan-Fu, Min, & Thong-Ngee, 2010) mejoraron el rendimiento de la regresión 

para la estimación de costos de software en conjuntos de datos multicolineales. Para lograr 

este objetivo, propusieron un enfoque holístico (ARR) que combina transformación de datos, 

diagnóstico de multicolinealidad, regresión Ridge y optimización multiobjetivo. Con la 

técnica de optimización multiobjetivo, ARR es capaz de maximizar la precisión de la 

estimación y minimizar la colinealidad múltiple con cierto equilibrio predeterminado entre 

estos dos criterios. Las comparaciones contra Red Neuronal Artificial (ANN), Arboles de 

Clasificación y Regresión (CART) y Razonamiento Basado en Casos (CBR) revelan que la 

regresión Ridge puede lograr predicciones igualmente buenas o incluso mejores que los 

métodos de aprendizaje automático y la regresión Ridge tienen mejores interpretaciones que 

los métodos de aprendizaje automático. Los resultados muestran que la regresión Ridge 

podría ser una mejora prometedora de las regresiones en el contexto de la estimación de 

costos. 
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 En (Li & Shao, 2008) se investigo la estimación de la composición de destilación en 

línea en base a un nuevo método de análisis de matriz sensible y regresión Ridge Kernel para 

implementar la estimación en línea de composiciones de destilación, analiza la matriz de 

sensibilidad para seleccionar las variables secundarias más adecuadas para usarlas como 

entradas del estimador. Mediante la elección óptima de las segundas variables y la 

construcción del modelo de composición KRR, el resultado de la simulación muestra que el 

método es eficiente. Con el desarrollo de los estimadores de composición, la investigación 

permite implementar un control avanzado de las variables de calidad del proceso de 

destilación en línea. Por lo anterior, la instalación exitosa de los estimadores de composición 

en una refinería existente puede garantizar un mejor control de calidad del producto con 

mayor productividad. 

 En (Lipovetsky & Conklin, 2000) desarrollaron una nueva técnica multivariada para 

producir regresiones con coeficientes interpretables que se aproximan y tienen los mismos 

signos que los coeficientes de regresión pairwise. Utilizando un enfoque multiobjetivo para 

incorporar regresiones múltiples y por parejas en un objetivo, reduciendo la técnica a un 

problema propio que representa un híbrido entre la regresión y el análisis de componentes 

principales. Muestra que el enfoque corresponde a un esquema específico de regresión Ridge 

con una matriz total añadida a la matriz de correlaciones. Esta solución produce un valor 

menor de determinación múltiple R2 pero un mejor conjunto de coeficientes en comparación 

con regresión regular. 

 En (Serkan & Rasit, 2019) utilizaron un algoritmo de colonia de abejas artificiales 

(ABC) para resolver la Cinemática Inversa (CI) de un brazo robótico de 7 grados de libertad, 

mencionan difícil la CI dado que convertir la posición y orientación del efector final del 

manipulador del robot del espacio cartesiano al espacio articular es una ecuación más 
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compleja, no lineal e imposible de resolver por métodos convencionales. El algoritmo ABC 

lo han utilizado para la solución de la CI y sus resultados se analizaron en términos de error 

de posición y tiempo de cálculo, sus resultados los compararon con la optimización de 

enjambre de partículas. El problema de optimización fue encontrar el valor del ángulo óptimo 

para cada articulación con la coordenada cartesiana inicial dada y la coordenada objetivo, las 

simulaciones mostraron que el algoritmo ABC busco con éxito los ángulos de articulación 

óptimos del manipulador robótico, además para la precisión del algoritmo aplicaron un 

segundo escenario en 100 pruebas diferentes. 

 En (Shakya, Mishra, Maity, & Santarsiero, 2019) anexaron el algoritmo Colonia de 

Hormigas (ACO por sus siglas en inglés) a los patrones de búsqueda Hooke-Jeeves, los cuales 

son utilizados en ingeniería civil para el diagnóstico oportuno de daños a infraestructuras. 

Consideraron cuatro casos de estructuras: viga en voladizo, armadura plana, edificio de dos 

pisos y un marco 2D, los cuales tienen diversa complejidad para escenarios de daño de bajo 

y alto nivel; los daños se consideran desde la fatiga, deterioro del material hasta daños por 

accidentes o terremotos. Realizaron un comparativo con otros métodos antes utilizados por 

otros investigadores como GA y PSO, concluyen que su modelo propuesto obtuvo los 

mejores resultados debido a que es más preciso, basándose en el porcentaje de error como 

medida de comparación. 

 En (Guanghui & Xiaohong, 2017) incorporaron la técnica de Optimización de 

Enjambre de Partículas (PSO) para identificar los parámetros físicos de un sistema ETC 

(Electronic Throttle Control) real de un vehículo, dicho mecanismo es utilizado para que el 

motor funcione de manera eficiente, mejorando la capacidad de conducción, el ahorro de 

combustible y el rendimiento de emisiones del vehículo. El problema es que el rendimiento 

del control del sistema ETC es afectado por los inciertos parámetros físicos del sistema 
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relacionados con la fricción, el resorte de retorno, la reacción del engranaje, el proceso de su 

producción y el envejecimiento de los componentes. Su estrategia mediante PSO garantizo 

una velocidad de seguimiento satisfactorio de la apertura del acelerador ETC incluso al 

imponer valores límites reales de voltaje, además verificaron su estrategia de control 

comparando con otras existentes en el entorno MATLAB/Simulink como también por sus 

resultados experimentales llevados a cabo en una plataforma de prueba de hardware 

realizando varios casos operativos reales. 

 Se concluye del estado del arte: 

 La multicolinealidad es un serio problema que afecta la utilidad de los modelos de 

regresión disminuyendo su poder para describir las variables, estimar los parámetros del 

modelo, predecir nuevos datos y controlar el proceso.  

 Además la regresión Ridge es una vía para eliminar la multicolinealidad, obteniendo 

estimadores más estables a partir de un parámetro de sesgo 𝑘, no se ha profundizado en la 

posibilidad de agregar más de una constante 𝑘 para que el sesgo no sea tan severo en el 

modelo de regresión.  

 Finalmente la optimización utilizando algoritmos basados en la naturaleza es de gran 

ayuda debido a su practicidad de uso, además dado el planteamiento del problema (agregar 

más de un valor de sesgo) estos algoritmos permiten obtener soluciones óptimas en un 

espacio de búsqueda determinado. 
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Capítulo 4 

Marco Teórico 

A continuación se realiza una introducción al marco de referencias y conceptual de los 

temas que se abordarán y se utilizarán en la investigación. 

4.1 Regresión Lineal Múltiple 

Para modelar mediante regresión lineal múltiple se define la ecuación: 

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝜀 (4.1) 

De donde 𝑦 es la variable respuesta, 𝑥𝑖 son las variables regresoras, 𝛽𝑗 son los coeficientes 

de regresión,  𝜀 es el error de estimación. 

Si se disponen de 𝑛 observaciones 𝑛 > 𝑘, 𝑦𝑖 es la i-ésima respuesta observada, 𝑥𝑖𝑗 es la i-

ésima observación o regresor de 𝑥𝑖 . Suponer que el error ε del modelo tiene 𝐸(𝜀) =

0, 𝑉𝑎𝑟(𝜀) = 𝜎2 y que los errores no están correlacionados. Se considera: 

Tabla 4.1. Estructura de un sistema de ecuaciones generado. 

Observaciones  Respuesta  Regresores 

𝑖  𝑦  𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘 

1  𝑦1  𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑘 

2  𝑦2  𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑘 

⋮  ⋮  ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 
𝑛  𝑦𝑛  𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 ⋯ 𝑥𝑛𝑘 

 

Entonces la ecuación (4.1) se puede escribir de la siguiente forma 
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𝑦 = 𝛽0 + ∑𝛽𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑘

𝑗=1

+ 𝜀𝑖  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 (4.2) 

La función de mínimos cuadrados es 

𝑆(𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑘) = ∑ 𝜀𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 
 

 

= ∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0 − ∑𝛽𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

2

 (4.3) 

Se debe minimizar la función S respecto a los estimadores 𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑘  de tal forma que 

por mínimos cuadrados deben satisfacer 

𝜕𝑆

𝜕𝛽0
|
�̂�0,�̂�1,…,�̂�𝑘

= −2∑(𝑦𝑖 − 𝛽0 − ∑𝛽𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

= 0 

 

  
𝜕𝑆

𝜕𝛽𝑗

|
�̂�0,�̂�1,…,�̂�𝑘

= −2∑(𝑦𝑖 − 𝛽0 − ∑𝛽𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

)𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑖=1

= 0 , 𝑗 = 1,2,… , 𝑘 (4.4) 

Al simplificar, se obtienen las ecuaciones normales de mínimos cuadrados. 

𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑥𝑖1

𝑛

𝑖=1

+ �̂�2 ∑𝑥𝑖2

𝑛

𝑖=1

+ ⋯+ �̂�𝑘 ∑𝑥𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

�̂�0 ∑𝑥𝑖1

𝑛

𝑖=1

+ �̂�1 ∑𝑥𝑖1
2

𝑛

𝑖=1

+ �̂�2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

𝑛

𝑖=1

+ ⋯ + �̂�𝑘 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑥𝑖1𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

⋮                 ⋮                             ⋮                                    ⋮                       ⋮ 

�̂�0 ∑𝑥𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

+ �̂�1 ∑𝑥𝑖𝑘𝑥𝑖1

𝑛

𝑖=1

+ �̂�2 ∑ 𝑥𝑖𝑘𝑥𝑖2

𝑛

𝑖=1

+ ⋯ + �̂�𝑘 ∑𝑥𝑖𝑘
2

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑥𝑖𝑘𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

(4.5) 
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 Es más comodo representar el modelo en notación matricial, al quedar más compacto los 

datos y los resultados, quedando planteado: 

𝑦 = 𝑿𝛽 + 𝜀 (4.6) 

En donde 

𝑦 = [

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑛

] , 𝑋 = [

1 𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑘

1 𝑥21 𝑥22
… 𝑥2𝑘

⋮
1

⋮
𝑥𝑛1

⋮
𝑥𝑛2

⋱
⋯

⋮
𝑥𝑛𝑘

] , 𝛽 = [

𝛽0

𝛽1

⋮
𝛽𝑘

] , 𝜀 = [

𝜀1

𝜀2

⋮
𝜀𝑛

] 

𝑦  es un vector de 𝑛𝑥1 respuestas, 𝑋  es una matriz de 𝑛𝑥𝑘  variables regresoras, 𝛽  es un 

vector de 𝑘𝑥1 coeficientes de regresión, 𝜀 es un vector de 𝑛𝑥1 errores aleatorios. 

Los coeficientes de regresión 𝛽 mediante mínimos cuadrados minimizando son: 

𝑆(𝛽) = ∑𝜀𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝜀′ 𝜀 = (𝑦 − 𝑋𝛽)′ (𝑦 − 𝑋𝛽) (4.7) 

Desarrollando 𝑆(𝛽) 

𝑆(𝛽) = 𝑦′𝑦 − 𝛽′𝑋′𝑦 − 𝑦′𝑋𝛽 + 𝛽′𝑋′𝑋𝛽 (4.8) 

 Donde 𝛽′𝑋′𝑦 resulta ser una matriz de 1x1 (un escalar) y su transpuesta (𝛽′𝑋′𝑦)′ =

𝑦′𝑋𝛽 siendo el mismo escalar, por lo que se simplifica 

𝑆(𝛽) =  𝑦′𝑦 − 2 𝛽′𝑋′𝑦 + 𝛽′𝑋′𝑋𝛽 (4.9) 

Los estimadores por mínimos cuadrados deben satisfacer 

𝜕𝑆

𝜕𝛽
|
�̂�

 =  −2𝑋′𝑦 + 2𝑋′𝑋�̂�  = 0 (4.10) 

Simplificando  
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𝑋′𝑋�̂� = 𝑋′𝑦 (4.11) 

 Siendo estas las ecuaciones normales de mínimos cuadrados, para resolverlas se 

multiplica ambos lados por la inversa 𝑋′𝑋 , quedando el estimador 𝛽 por MC. 

�̂� = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑦 (4.12) 

Para solucionar la ecuación 4.12 es necesario que la matriz 𝑋 sea linealmente 

independiente, de no ser así la matriz podría presentar dependencia lineal perfecta o 

dependencia casi lineal, a continuación se abordara cada uno de los conceptos en términos 

matemáticos. 

4.2 Independencia Lineal 

Una matriz es linealmente independiente si y solo si la única solución al sistema. 

∑𝑡𝑗𝑋𝑗

𝑝

𝑗=1

= 0 (4.13) 

Es la solución trivial 𝑡1 = 𝑡2 = ⋯ = 𝑡𝑝 = 0. 

El  rango de una matriz es igual a su número de columnas.  

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋) = 𝑝 

Si una matriz es  𝐿. 𝐼. entonces su rango es igual a su número de columnas 

𝑆𝑖 𝑋 𝑒𝑠 𝐿. 𝐼.⇒  𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋) = 𝑝 

Una matriz 𝑋′𝑋 es invertible si y solo si su rango es igual al número de columnas. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟺  𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋′𝑋) = 𝑝 
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Una matriz 𝑋′𝑋 es invertible si y solo si existe una matriz (𝑋′𝑋)−1 tal que su multiplicación 

es igual a la matriz identidad. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟺ (𝑋′𝑋)(𝑋′𝑋)−1 = (𝑋′𝑋)−1(𝑋′𝑋) = 𝐼 

Si una matriz 𝑋′𝑋 es invertible entonces su determinante es distinto de cero. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ |𝑋′𝑋| ≠ 0 

Si el determinante de 𝑋′𝑋 es distinto de cero entonces se puede calcular su inversa. 

|𝑋′𝑋| ≠ 0 ⟹ (𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝐴𝑑𝑗(𝑋′𝑋) 

4.3 Dependencia Lineal 

Una matriz 𝑋 con vectores columna [𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑝] son linealmente dependiente si y solo si 

la solución al sistema  ∑ 𝑡𝑗𝑋𝑗
𝑝
𝑗=1 = 0 es exacta para algunos 𝑡𝑗 ≠ 0. 

𝑋 𝑒𝑠 𝐿. 𝐷.⟺ ∑𝑡𝑗𝑋𝑗

𝑝

𝑗=1

= 0 , 𝑐𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑡𝑗 ≠ 0 

Si 𝑋  es una matriz linealmente dependiente entonces 𝑋′𝑋  también es linealmente 

dependiente.  

𝑆𝑖 𝑋 𝑒𝑠 𝐿. 𝐷.⇒ 𝑋′𝑋 𝑡𝑎𝑚𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑒𝑠 𝐿. 𝐷. 

Si 𝑋′𝑋 una matriz de dimensión 𝑛𝑥𝑝 es linealmente dependiente, entonces su rango es menor 

que su número de columnas.  

𝑆𝑖 𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋) < 𝑝 
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La matriz 𝑋′𝑋 es no invertible si y solo si su rango es menor al número de columnas. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟺  𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋′𝑋) < 𝑝 

Si una matriz 𝑋′𝑋 es no invertible entonces su determinante es igual a cero. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ |𝑋′𝑋| = 0 

Si una matriz 𝑋′𝑋  es no invertible entonces no existe una matriz (𝑋′𝑋)−1  tal que su 

multiplicación es igual a la matriz identidad. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ ∄(𝑋′𝑋)−1 𝑡𝑎𝑙𝑞 𝑞𝑢𝑒 (𝑋′𝑋)−1(𝑋′𝑋) = 𝐼 

4.4 Dependencia Casi Lineal 

Una matriz 𝑋 con vectores columna [𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑝] son casi linealmente dependiente si y 

solo si la solución al sistema  ∑ 𝑡𝑗𝑋𝑗
𝑝
𝑗=1 = 0 es aproximada para algunos 𝑡𝑗 ≠ 0. 

𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝐿. 𝐷.⟺ ∑𝑡𝑗𝑋𝑗

𝑝

𝑗=1

≈ 0 , 𝑐𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑡𝑗 ≠ 0 

Existe multicolinealidad aproximada cuando las columnas de la matriz 𝑋  son casi 

linealmente dependientes. 

Si 𝑋 es una matriz casi linealmente dependiente entonces 𝑋′𝑋 también es casi linealmente 

dependiente.  

𝑆𝑖 𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝐿. 𝐷.⇒ 𝑋′𝑋 𝑡𝑎𝑚𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝐿. 𝐷. 

Por lo tanto, si 𝑋′𝑋 es casi linealmente dependiente entonces su rango es igual a su número 

de columnas 
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𝑆𝑖 𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝐿. 𝐷.⇒  𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋′𝑋) = 𝑝 

Una matriz 𝑋′𝑋 es casi singular si y solo si su rango es igual al número de sus columnas. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 ⟺  𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑋′𝑋) = 𝑝 

Si una matriz 𝑋′𝑋 es casi singular entonces su determinante es muy próximo a cero. 

𝑋′𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 ⟹ |𝑋′𝑋| ≈ 0 

Si el determinante de 𝑋′𝑋 es próximo a cero entonces se puede calcular su inversa mediante 

el método de la matriz adjunta. 

|𝑋′𝑋| ≈ 0 ⟹ (𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝐴𝑑𝑗(𝑋′𝑋) 

4.5 Técnicas para detectar la Multicolinealidad 

4.5.1 Matriz de Correlación 

 Para detectar la multicolinealidad se utiliza la técnica de la matriz de correlación que 

inspecciona los elementos 𝑟𝑖𝑗  no diagonales de la matriz 𝑋′𝑋  , de tal forma que si los 

regresores 𝑥𝑖 y 𝑥𝑗 son casi linealmente dependientes los elementos |𝑟𝑖𝑗| serán próximos a la 

unidad. Esto se lleva a cabo mediante la formula 

𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗
=

𝜎𝑥𝑖𝑥𝑗

𝜎𝑥𝑖
𝜎𝑥𝑗

 (4.14) 

De donde 

𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗
 es la correlación que existe entre los elementos 𝑥𝑖 y 𝑥𝑗 , 𝜎𝑥𝑖𝑥𝑗

 es la covarianza de 𝑥𝑖 y 𝑥𝑗 , 

𝜎𝑥𝑖
 es la desviación estándar de 𝑥𝑖, 𝜎𝑥𝑗

 es la desviación estándar de 𝑥𝑗  
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4.5.2 Factores de Inflación de la Varianza 

 Los factores de inflación de la varianza (VIF) miden el efecto combinado que tienen 

las dependencias entre los regresores sobre la varianza de ese término, si los VIF obtenidos 

son mayores que 10 entonces existe multicolinealidad, se calculan: 

𝑉𝐼𝐹𝑗 =
1

(1 − 𝑅𝑗
2)

 (4.15) 

De donde: 

𝑅𝑗
2 es el coeficiente obtenido cuando se hace la regresión de 𝑥𝑗  

4.5.3 Análisis del Eigensistema 

 Al trabajar con el eigensistema de la matriz se detecta la multicolinealidad, al detectar 

uno o más valores propios pequeños, implica dependencia entre las columnas. Se lleva a cabo 

examinando el número de condición de 𝑋′𝑋  mediante la fórmula: 

𝑘 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
 (4.16) 

Donde  

𝜆𝑚𝑎𝑥 es el máximo valor propio de la matriz 𝑋′𝑋, 𝜆𝑚𝑖𝑛 es el mínimo valor propio de la matriz 

𝑋′𝑋. Si 𝑘 es menor que 100 no existen problemas graves de multicolinealidad. Si 𝑘 esta entre 

100 y 1000 implica multicolinealidad de moderada a fuerte. Si 𝑘 es mayor que 1000  hay 

fuerte multicolinealidad. 

Para los índices de condición de la matriz 𝑋′𝑋 se utiliza la fórmula: 
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𝑘 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑗
   𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑗 = 1,2,… , 𝑝 (4.17) 

De donde: 

𝜆𝑗 es el j-esimo valor propio de la matriz 𝑋′𝑋  

Con índices de condición mayores que 1000 implica dependencia casi lineal. 

4.6 Técnicas para tratar la Multicolinealidad 

4.6.1 Regresión Ridge 

 El problema de Mínimos Cuadrados es que �̂� sea un estimador insesgado de 𝛽. La 

propiedad de Gauss-Markov asegura que el estimador de Mínimos Cuadrados tiene varianza 

mínima, pero no hay garantía que sea pequeña. Para aliviar el problema se elimina el requisito 

de que 𝛽 sea insesgado. Suponer que se puede determinar un estimador sesgado de 𝛽 por 

decir un �̂�∗  que tenga menor varianza que el estimador insesgado �̂� , el error cuadrático 

medio del estimador �̂�∗ se define: 

𝑀𝑆𝐸(�̂�∗) = 𝐸(�̂�∗ − 𝛽)
2

= 𝑉𝑎𝑟(�̂�∗) + [𝐸(�̂�∗) − 𝛽]
2
 (4.18) 

Es decir: 

𝑀𝑆𝐸(�̂�∗) = 𝑉𝑎𝑟(�̂�∗) + (𝑠𝑒𝑠𝑔𝑜 𝑒𝑛 �̂�∗)2 (4.19) 

 La pequeña varianza del estimador sesgado implica también que �̂�∗ es un estimador 

más estable de 𝛽 que el estimador insesgado �̂�. La regresión Ridge es un procedimiento para 

obtener estimadores sesgados de coeficientes de regresión, se determina resolviendo una 

versión modificada de las ecuaciones normales, el estimador Ridge �̂�𝑅  se define como la 

solución de: 
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(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)�̂�𝑅 = 𝑋′𝑦 (4.20) 

Que es: 

�̂�𝑅 = (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑦 (4.21) 

Donde 𝑘 ≥ 0 es el parámetro de sesgo (constante que selecciona el analista) 

Para determinar el valor de 𝑘 se puede recurrir a las siguientes técnicas: 

 Traza de Ridge: es una gráfica de los elementos �̂�𝑅  en función de 𝑘  lo más 

recomendable es tomar valores entre 0 y 1 (Montgomery, Peck, & Vining, 2006). 

 Fórmula analítica: propuesta por Hoerl et al.(1975) 

𝑘 =
𝑝�̂�2

�̂�′�̂�
 (4.22) 

Mediante un proceso iterativo por Hoerl et al., (1976) 

�̂� = 𝑘0 =
𝑝�̂�2

�̂�′�̂�
 

�̂�𝑅(𝑘0) = 𝑘1 =
𝑝�̂�2

�̂�′𝑅(𝑘0)�̂�𝑅(𝑘0)
 

�̂�𝑅(𝑘1) = 𝑘2 =
𝑝�̂�2

�̂�′𝑅(𝑘1)�̂�𝑅(𝑘1)
 

⋮ 

El proceso se detiene cuando 

𝑘𝑗+1 − 𝑘𝑗

𝑘𝑗
< 20𝑇−1.3 (4.23) 
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Siendo  

𝑇 = 𝑇𝑟(𝑋′𝑋)−1/𝑝 (4.24) 

La matriz de covarianza de �̂�𝑅  es 

 

𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑅) = 𝜎2(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑋(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1 (4.25) 

El Cuadrado Medio del Error es 

𝑀𝑆𝐸(�̂�𝑅) = 𝑉𝑎𝑟(�̂�𝑅) + (𝑠𝑒𝑠𝑔𝑜 𝑒𝑛 �̂�𝑅 )2  

De lo que resulta 

𝑀𝑆𝐸(�̂�𝑅) = 𝜎2 ∑
𝜆𝑗

(𝜆𝑗 + 𝑘)2

𝑝

𝑗=1

+ 𝑘2𝛽′(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−2𝛽 (4.26) 

4.6.2 Regresión Ridge Generalizada 

 Se transforma el modelo lineal 𝑦 = 𝑿𝛽 + 𝜀 al espacio de los regresores ortogonales 

para obtener el estimador mediante Regresión Ridge Generalizada (𝐺𝑅𝑅 por sus siglas en 

inglés) considerando que Λ es una matriz diagonal de 𝑝𝑥𝑝 cuyos elementos de la diagonal 

principal son los eigenvalores 𝜆1, 𝜆1, … , 𝜆1  de 𝑋´𝑋  y 𝑇  es la matriz ortogonal 

correspondiente de eigenvectores, es decir: 

𝑇′𝑋′𝑋𝑇 = Λ (4.27) 

Si se considera 

Z = XT (4.28) 

α = T′β (4.29) 

El modelo lineal se transforma 
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𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀  

 = (𝑍𝑇)(𝑇𝛼) + 𝜀  

 = 𝑍𝛼 + 𝜀 (4.30) 

El estimador de 𝛼 por Mínimos Cuadrados queda de la forma 

(𝑍′𝑍)�̂� = 𝑍′𝑦  

Λ�̂� = 𝑍′𝑦  

�̂� = Λ−1𝑍′𝑦 (4.31) 

Por lo tanto el estimador Ridge Generalizado es la solución de 

(Λ + 𝐾)�̂�𝑅𝐺 = 𝑍′𝑦 (4.32) 

 Donde 𝐾 es una matriz diagonal con los elementos (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑝). Para la elección 

de los parámetros de sesgo en 𝐾 se considera el Cuadrado Medio del Error en la Regresión 

Ridge Generalizada 

𝑀𝑆𝐸(�̂�𝑅𝐺) = 𝐸 [(�̂�𝑅𝐺 − 𝛽)
′
(�̂�𝑅𝐺 − 𝛽)]  

 = 𝐸[(�̂�𝑅𝐺 − 𝛼)′(�̂�𝑅𝐺 − 𝛼)]  

 

= 𝜎2 ∑
𝜆𝑗

(𝜆𝑗 + 𝑘𝑗)
2

𝑝

𝑗=1

+ ∑
𝛼𝑗

2𝑘𝑗
2

(𝜆𝑗 + 𝑘𝑗)
2

𝑝

𝑗=1

 (4.33) 

 El primer término del lado derecho de la ecuación (4.33) es la suma de las varianzas 

de los estimadores de parámetro y el segundo término es el sesgo elevado al cuadrado. El 

cuadrado medio del error de la ecuación (4.33) se minimiza al escoger adecuadamente los 

valores de sesgo 𝑘𝑗 de la ecuación 
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𝑘𝑗 =
�̂�2

�̂�𝑗
 , 𝑗 = 1,2,… , 𝑝 (4.34) 

 Se sugiere un método iterativo (Hoerl & Kennard, 1970a) a partir de la solución de 

Mínimos Cuadrados se obtiene un estimado inicial de las 𝑘𝑗 es decir: 

𝑘𝑗
0 =

�̂�2

�̂�𝑗
 , 𝑗 = 1,2,… , 𝑝 

Para después comenzar las iteraciones del método considerando: 

�̂�𝑖
𝑅𝐺 = (Λ + 𝐾𝑖)𝑍′𝑦 (4.35) 

 Donde 𝐾𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘1
𝑖 , 𝑘2

𝑖 , … , 𝑘𝑝
𝑖 ) estos valores se utilizan para corregir los valores 

de 𝛼, el proceso iterativo continua hasta obtener estimadores estables del parámetro. 

4.7 Optimización 

La optimización es parte importante de la investigación de operaciones, su finalidad 

consiste en encontrar el valor de las variables para hacer óptima la función objetivo 

satisfaciendo un conjunto de restricciones, se puede expresar matemática como 

min
𝑥

𝑓(𝑥) 

𝑠. 𝑎   𝑔𝑖(𝑥) ≤ 0 

Para el proceso de búsqueda de la solución óptima existen tres mecanismos los 

cuales son: las técnicas analíticas, de enumeración y de búsqueda heurística. La búsqueda 

analítica se basa en cálculos. Los algoritmos de búsqueda pueden guiarse por el gradiente 

o la arpillera de la función, lo que lleva a una solución mínima local. La búsqueda y 

enumeración aleatorias son métodos de búsqueda no guiados que simplemente enumeran 

el espacio de búsqueda y buscan exhaustivamente la solución óptima. La búsqueda 

heurística es una búsqueda guiada que en la mayoría de los casos produce soluciones de 
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alta calidad. (Du & Swamy, 2016). De acuerdo al número de funciones, se puede clasificar 

a la optimización como: optimización global y optimización multiobjetivo. 

4.7.1 Optimización Global 

Consiste en encontrar los mejores conjuntos de parámetros que optimizan una función 

objetivo dada, sin embargo, solo se pueden dar condiciones de optimalidad global bajo la 

restricción de tener una función objetivo y una región factible, convexa ambas, esto hace 

muy difícil resolver exactamente los problemas de optimización global. La formulación 

matemática  del problema de optimización global es: 

min𝑓(𝑥) 

𝑠. 𝑎 𝑔𝑖(𝑥) = 0, 

 ℎ𝑗(𝑥) ≤ 0, 

4.7.2 Optimización Multiobjetivo 

La mayor parte de los problemas de optimización del mundo real son naturalmente 

multiobjetivo. Esto es, suelen tener dos o más funciones objetivo que deben satisfacerse 

simultáneamente y que posiblemente están en conflicto entre sí. Sin embargo, a fin de 

simplificar su solución, muchos de estos problemas tienden a modelarse como mono-objetivo 

usando solo una de las funciones originales y manejando las adicionales como restricciones. 

El problema de optimización multiobjetivo se puede formular como: 

Encontrar el vector 

�⃗�∗ = [𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗]𝑇 

Que satisfaga las 𝑚 restricciones de desigualdad: 

𝑔𝑖(�⃗�) ≥ 0          𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

Con 𝑝 restricciones de igualdad 

ℎ𝑖(�⃗�) = 0          𝑖 = 1,2, … , 𝑝 

Y que optimice 

𝑓(�⃗�) = [𝑓1(�⃗�), 𝑓2(�⃗�),… , 𝑓𝑘(�⃗�)]𝑇 
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4.7.3 Algoritmos Inspirados en la naturaleza 

Existen problemas para los que no se puede garantizar encontrar una solución óptima 

en un tiempo razonable y estos se clasifican según la teoría de la complejidad computacional 

como “difíciles”. Cuando se aborda un problema difícil,  evaluar parte de las soluciones y no 

todo el conjunto de soluciones, es una estrategia de búsqueda de una solución aplicada por 

los algoritmos inspirados en la naturaleza, también son llamados algoritmos bio-inspirados. 

Estos sacrifican la garantía de encontrar la mejor solución y son capaces de encontrar 

soluciones “buenas” con un tiempo y consumo de recursos computacionales aceptables. La 

forma de operación de un algoritmo bio-inspirado es una búsqueda continua por mantener el 

equilibrio entre diversificación e intensificación. El primero se refiere a la exploración de 

nuevas regiones del espacio de búsqueda, mientras que el segundo a la explotación de alguna 

región concreta. La existencia de este balance, identifica rápidamente las regiones 

prometedoras del espacio de búsqueda y evita el consumo de tiempo en las regiones que ya 

han sido exploradas o que no contienen soluciones de alta calidad. 

A continuación se da una breve explicación de algunos algoritmos inspirados en la 

naturaleza. 

a) Ant Colony Optimization (ACO) 

Es una metaheurística de optimización basada en colonia de hormigas y fue propuesta 

por Marco Dorigo en 1992 en su tesis doctoral, como un método para resolver problemas de 

optimización combinatorios duros (POCs). 

El investigador S. Goss en 1989 desarrollo un modelo para explicar el 

comportamiento observado en un experimento del puente de dos brazos, el modelo determina 

que después de 𝑡 unidades de tiempo, desde el comienzo del experimento, 𝑚1 hormigas han 
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usado el primer brazo del puente y 𝑚2 el segundo, la probabilidad 𝑝1  para la (𝑚 + 1) −

é𝑠𝑖𝑚𝑎 hormiga de elegir el primer brazo del puente está dada por: 

𝑝1(𝑚+1) =
(𝑚1 + 𝑘)ℎ

(𝑚1 + 𝑘)ℎ + (𝑚2 + 𝑘)ℎ
 

(4.36) 

Donde los parámetros 𝑘 y ℎ  son necesarios para ajustar el modelo a los datos 

experimentales. La probabilidad para que la misma hormiga elija el segundo brazo es 

𝑝2(𝑚+1) = 1 − 𝑝1(𝑚+1) , utilizó simulación Monte Carlo para probar si el modelo 

corresponde a los datos reales obteniendo muy buen ajuste para valores de 𝑘 ≈ 20 y ℎ ≈ 2. 

b) Artificial Bee Colony (ABC) 

El algoritmo fue propuesto por Dervis Karaboga en 2005 y está basado en el 

comportamiento de las abejas, diseñado originalmente para problemas de optimización 

numérica sin restricciones, aunque puede ser utilizado para resolver problemas de 

combinatoria. El proceso de búsqueda de néctar por parte de las abejas es un proceso de 

optimización y su comportamiento se modela como una heurística de optimización basada 

en el modelo bilógico y consta de los siguientes elementos: 

1. Fuentes de alimento: es un valor numérico que indica su potencial. 

2. Abejas recolectoras empleadas: explotan una fuente de alimento, son encargadas de 

comunicar su ubicación y rentabilidad a las abejas observadoras. 

3. Abejas recolectoras desempleadas: se encuentran buscando fuentes de alimento para 

explotar, se dividen en dos tipos: 

a) Las exploradoras: buscan nuevas fuentes de alimento 

b) Las observadoras: esperan en la colmena para elegir alguna de las fuentes de 

alimento que se encuentran en el proceso de exploración por las abejas 

empleadas. 
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El algoritmo básico se describe como las fuentes de alimento que representan a cada 

solución como un vector 𝔻 − 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑛𝑎𝑙 y a las abejas como los operadores de variación, 

ya que cuando ellas visitan las fuentes de alimento, calcularán una nueva solución. 

𝑣𝑖,𝑔 = �⃗�𝑖,𝑔 + 𝜙(�⃗�𝑖,𝑔 − �⃗�𝑘,𝑔) (4.37) 

Donde �⃗�𝑖,𝑔  representa la fuente de alimento donde se encuentra la abeja en ese 

momento, �⃗�𝑘,𝑔 es una fuente de alimento seleccionada aleatoriamente y diferente de �⃗�𝑖,𝑔, 𝑔 

es el ciclo actual y 𝜙 es un número real aleatorio entre [−1,1], 𝑣𝑖,𝑔  denota la ubicación de la 

nueva solución con respecto a la posición actual �⃗�𝑖,𝑔. 

Las abejas observadoras seleccionan las fuentes de alimento de acuerdo a una 

probabilidad 𝑝𝑖 asociada a la fuente de alimento, la cual es calculada de la siguiente manera: 

𝑝𝑖 =
𝑓𝑖𝑡𝑖

∑ 𝑓𝑖𝑡𝑛
𝑆𝑁
𝑛=1

 (4.38) 

Donde 𝑓𝑖𝑡𝑖 es el valor de aptitud de la solución y este valor es proporcional a la cantidad de 

néctar que tiene la solución 𝑖. Los parámetros del algoritmo son los siguientes: 

1. SN: es el número de fuentes de alimento. 

2. MCN: es el número total de iteraciones que ejecutara el algoritmo. 

3. Límite: es el número de ciclos que será conservada una solución sin mejora antes de 

ser reemplazada por una nueva solución generada por una abeja exploradora. 

c) Particles Swarm Optimization. (PSO) 

El algoritmo de optimización por enjambre de partículas (PSO), fue originalmente 

desarrollado por James Kennedy y Russell Eberhart en 1995, es un algoritmo del área de la 

inteligencia artificial de la rama de inteligencia de enjambres. Está inspirada en el 

comportamiento social de los seres vivos. El algoritmo de optimización por enjambre de 
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partículas se inspira en la evolución en el comportamiento colectivo, principalmente trata de 

imitar el comportamiento social de varios grupos de animales como lo son los cardúmenes, 

parvadas, manadas, etc. Esto método no garantiza dar el mejor resultado, pero sí un resultado 

aceptable. Otra característica de este algoritmo, es que es no determinista (estocástico), esto 

quiere decir que los resultados obtenidos no siempre serán los mismos aunque se trate de una 

misma función.  

Este algoritmo pretende representar el proceso natural de comunicación grupal para 

compartir conocimiento individual cuando grupos de animales se desplazan, migran o cazan. 

Si un miembro detecta un camino deseable para desplazarse, el resto de la colonia lo sigue 

inmediatamente. En PSO, este comportamiento animal es imitado por partículas con ciertas 

posiciones y velocidades en un espacio de búsqueda, donde la población es llamada swarm, 

y cada miembro del swarm es llamado partícula. La población inicial se determina 

aleatoriamente y cada partícula se desplaza a través del espacio de búsqueda y recuerda la 

mejor posición que ha encontrado. Cada partícula comunica las buenas posiciones a las 

demás y dinámicamente ajustan su propia posición y su velocidad con base en las buenas 

posiciones. La velocidad se ajusta con el comportamiento histórico de las partículas. De esta 

forma, las partículas tienden a dirigirse hacia un mejor espacio de búsqueda en el proceso de 

minimización de la función objetivo. Este procedimiento de búsqueda se describe: 

𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝑤 ∙ 𝑣𝑖

𝑘 + 𝑐1 ∙ 𝑟𝑎𝑛𝑑1 ∙ (𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖 − 𝑥𝑖
𝑘) + 𝑐2 ∙ 𝑟𝑎𝑛𝑑2 ∙ (𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑖

𝑘) (4.39) 

𝑥𝑖
𝑘+1 = 𝑥𝑖

𝑘 + 𝑣𝑖
𝑘+1 (4.40) 

Donde 𝑐1 y 𝑐2 son constantes positivas, definidas como coeficientes de aceleración; 

𝑤  es el factor inercial; 𝑟𝑎𝑛𝑑1  y 𝑟𝑎𝑛𝑑1  son dos números aleatorios (con distribución de 

probabilidad uniforme) en el rango [0,1]; 𝑥𝑖
𝑘  representa la 𝑖 − 𝑒𝑠𝑖𝑚𝑎 partícula y 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 la 
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mejor posición previa de 𝑥𝑖
𝑘; 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 es la posición de la mejor partícula de toda la población; 

y 𝑣𝑖
𝑘  es la razón de cambio de la posición (velocidad) de la partícula 𝑥𝑖

𝑘. Los cambios de 

velocidad se componen de tres partes: momentum, cognitiva y social. De esta forma se 

obtiene una velocidad que tiende a acercar la partícula a 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 y 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡. 

El algoritmo de optimización de enjambre de partículas original ha tenido varios 

cambios y han surgido variaciones del mismo según el problema que se quiera resolver. Sin 

embargo, en 2006, se trató de establecer un estándar (SPSO), y que posteriormente se le ha 

contribuido con algunas sugerencias y cambio en el 2007 y 2011. Comparado con el 

algoritmo clásico, el estándar, agregó el factor social, cognitivo, de inercia y constricción. 

También se cambió el modo en que las partículas se comunicaban por medio de topologías 

definidas.  

A continuación se describirán los factores utilizados en el algoritmo estándar. 

a) Cognitiva y social  

La cognitiva contribuye para que la partícula tenga una especie de memoria y pueda 

saber si anteriormente había adoptado una mejor posición.  

El factor social, es el responsable de que la partícula sea influenciada por otras 

partículas en una mejor posición, provocando ser atraída al óptimo encontrado. 

b) Topología gbest y lbest  

El concepto del modelo gbest es que todas las partículas se comunican entre sí y el 

mejor punto encontrado, es comunicado a las demás partículas. Tiene la ventaja de 

ser muy rápido para encontrar un valor óptimo, pero esto genera un problema, ya que 

puede provocar una convergencia prematura en un óptimo local, que queremos evitar 

en la mayoría de los casos.  
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En contraste, el modelo lbest es más lento pero hay más posibilidad de evitar una 

convergencia prematura, en la práctica, el modelo mantiene varios puntos de 

atracción que hace escapar de óptimos locales. 

c) Inercia y constricción  

La inercia es un factor que se añadió para dar mayor estabilidad a la fórmula, permite 

que la partícula siga una trayectoria constante ignorando la influencia de otros.  

El factor de constricción, a diferencia de la inercia, es variable, permite un equilibrio 

entre búsquedas locales y globales. Cuando este factor es menor a 4, el enjambre se 

mueve lentamente y tiene una convergencia lenta, mientras que si es mayor a 4, logra 

una convergencia rápida.  

El factor de inercia modulada, brinda un comportamiento similar al de la constricción. 

Consiste en comenzar con una inercia alta, e ir disminuyendo con el paso del tiempo. 

Está comprobado que este factor da mejores resultados que una inercia constante. 
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Capítulo 5 

Metodología 

 El siguiente esquema describe la secuencia de actividades necesarias para llevar a 

cabo la elaboración de la investigación. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.1 Metodología general 

Determinar el proceso

Obtener los datos

Realizar los modelos de regresión

Analizar el proceso de manufactura



49 
 

5.1 Determinar el proceso 

 Seleccionar un proceso de manufactura en específico para la investigación, debido a 

la gran cantidad de procesos que existen y porque cada proceso tiene condiciones 

particulares. Además, establecer las variables involucradas durante el proceso, llevando esta 

tarea en base a una consulta de especialistas además de investigación científica.  

5.2 Obtener los datos 

 Los datos del proceso se pueden obtener mediante un diseño de experimentos o por 

fuentes históricas, para esta investigación los datos obtenidos son proporcionados por la 

empresa debido a que ya se habían recolectado anteriormente, dichos datos son utilizados 

para realizar el modelo de regresión. 

5.3 Realizar los modelos de regresión 

  Para llevar a cabo este paso se realiza lo siguiente: 

 Se genera una matriz de diseño para posteriormente aplicar la técnica de los Factores 

de Inflación de la Varianza (𝑉𝐼𝐹), que indica la presencia de multicolinealidad entre los 

factores del proceso, si los valores obtenidos son mayores a 10. 

 Se considera la Regresión Ridge para eliminar el problema de la multicolinealidad, 

se cuenta con diferentes técnicas para elegir un valor 𝑘 de sesgo, cada una de las técnicas 

genera distintas soluciones. 

 Se realiza un método de optimización para calcular los valores 𝑘  de sesgo, se 

establece como funciones objetivo minimizar los Factores de Inflación de la Varianza (𝑉𝐼𝐹) 

y el Cuadrado Medio del Error (𝑀𝑆𝐸), además de maximizar el coeficiente de determinación 

general del modelo (𝑅2). 
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 Se realiza una comparación entre los modelos de regresión, generados a partir de las 

distintas técnicas para calcular 𝑘, después el comparativo se plantea mediante un análisis de 

la varianza, se obtienen los estadísticos 𝑉𝐼𝐹,𝑀𝑆𝐸, 𝑅2  con sus respectivas pruebas de 

hipótesis, en base a los resultados de las métricas, se determina el modelo más adecuado y 

representativo del proceso de maquinado. 

5.4 Analizar el proceso de manufactura 

 Mediante el modelo de Regresión  Ridge se podrá inferir cuales variables del proceso 

son más significativas y así obtener las especificaciones deseadas para la pieza de maquinado, 

generando un proceso controlado y con menos variabilidad. 
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Capítulo 6 

Desarrollo experimental y resultados 

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos a partir del desarrollo experimenta 

llevado a cabo en dos procesos de manufactura, utilizando los contenidos planteados en el 

Marco Teórico. 

6.1 Proceso de maquinado 

El primer caso de estudio en analizar es un proceso de maquinado, para eliminar la 

multicolinealidad se obtienen los valores de 𝑘 mediante la Traza de Ridge (ec.2.9), el Método 

Iterativo (ec.2.10 y 2.11), Regresión Ridge Generalizada (ec.2.16 y 2.17), además de los 

algoritmos inspirados en la naturaleza PSO, ACO y ABC.  

Tabla 6.1. Valores 𝑘 de sesgo del proceso de maquinado. 

Traza 

Ridge 

Método 

Iterativo 

Ridge  

Generalizada 
PSO ACO ABC 

𝑘 = 0.5 𝑘 = 0.899 

 

𝑘 =

[
 
 
 
0.0433
0.4629
0.1391
0.1219
0.8908]

 
 
 

 

 

𝑘 =

[
 
 
 
0.4324
0.4427
0.04
0.01

0.5022]
 
 
 

 

 

𝑘 =

[
 
 
 
0.0870
0.8546
0.3855
0.0080
0.0274]

 
 
 

 

 

𝑘 =

[
 
 
 
0.2650
0.5510
0.01
0.01

0.1651]
 
 
 

 

 

 

La Tabla 6.1 no muestra una columna de sesgo del método de Mínimos Cuadrado, pero 

cabe mencionar que cuando 𝑘 = 0 el estimador Ridge es igual al estimador por Mínimos 

Cuadrados. Además todos los valores de sesgo en la Tabla 6.1 son entre 0 ≤ 𝑘 ≤ 1 dado que 

el interés es generar estimadores más estables, pero no agregar demasiado sesgo (Marquardt 

& Snee, 1975).  
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Después se agrega el valor 𝑘  a la matriz de diseño para obtener los estimadores de 

regresión para cada método, posteriormente se calculan los Factores de Inflación de la 

Varianza (𝑉𝐼𝐹′𝑠) donde se verifica la eliminación de la multicolinealidad. 

Tabla 6.2. Estimadores de regresión del proceso de maquinado. 

�̂�𝑀𝐶    �̂�𝑅𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎
 �̂�𝑅𝑖𝑡𝑒𝑟

 �̂�𝑅𝐺  �̂�𝑃𝑆𝑂 �̂�𝐴𝐶𝑂 �̂�𝐴𝐵𝐶  

30.1796 30.1708 30.1737 30.1619 30.1741 30.1728 30.1738 
-6.67E-05 7.21E-05 6.25E-05 1.31E-04 4.04E-06 1.54E-05 6.38E-06 
7.22E-05 -9.54E-06 -6.87E-06 -3.27E-06 -2.65E-06 1.58E-06 -3.19E-06 
8.33E-07 2.13E-07 1.89E-07 1.22E-07 1.25E-07 3.87E-08 1.93E-07 
5.56E-07 1.81E-07 1.57E-07 1.19E-07 4.45E-07 4.27E-07 4.33E-07 

-2.78E-06 -1.46E-07 -1.01E-07 -3.71E-08 -5.71E-08 7.48E-08 -2.13E-07 

 

Tabla 6.3. 𝑉𝐼𝐹’𝑠 del proceso de maquinado. 

𝑉𝐼𝐹𝑀𝐶  𝑉𝐼𝐹𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 𝑉𝐼𝐹𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  𝑉𝐼𝐹𝑅𝐺 𝑉𝐼𝐹𝑃𝑆𝑂 𝑉𝐼𝐹𝐴𝐶𝑂 𝑉𝐼𝐹𝐴𝐵𝐶 

1225 0.1503 0.1120 0.5590 0.0047 0.0971 0.0122 

343 0.0974 0.0747 0.0572 0.0304 0.0066 0.0174 

175 0.0936 0.0695 0.4344 0.8489 0.0599 1.431 

1201 0.1505 0.1120 0.0972 1.0403 0.9229 1.0856 

193 0.1031 0.0764 0.0202 0.0398 0.8705 0.3244 

 

En la Tabla 6.3 la primera columna muestra los 𝑉𝐼𝐹’𝑠 mediante Mínimos Cuadrados 

donde se visualiza valores muy por encima de 10, lo cual indica la multicolinealidad entre 

las variables de entrada. Para las demás columnas el caso es totalmente opuesto, porque se 

observan valores muy por debajo de 10, esto indica que en todos los métodos al agregar cierta 

cantidad de sesgo se elimina la multicolinealidad. Aunado a lo anterior, la Tabla 6.4 

proporciona los resultados del Número de Condición (otra métrica para detectar la 

multicolinealidad) donde se reafirma la eliminación de la dependencia lineal entre las 

variables de entrada, ya que si el valor obtenido es mayor a 100 es indicio de 
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multicolinealidad y el único método que muestra esa condición es el de Mínimos Cuadrados, 

él cual no agrega sesgo a sus datos.  

Tabla 6.4. Número de Condición proceso de maquinado. 

𝜂𝑀𝐶  𝜂𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 𝜂𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  𝜂𝑅𝐺  𝜂𝑃𝑆𝑂 𝜂𝐴𝐶𝑂  𝜂𝐴𝐵𝐶  

7230 6.98 4.33 42.61 24.80 73.09 46.59 

 

También se realiza un Análisis de la Varianza (ANOVA por sus siglas en inglés) para 

cada método de regresión de donde se obtienen las métricas estadísticas 𝑅2 (ajuste del 

modelo) y 𝑀𝑆𝐸 (Cuadrado Medio del Error), los cuales se utilizarán como punto de 

comparación entre los métodos de regresión propuestos. 

Tabla 6.5. ANOVA de �̂�𝑀𝐶  con 𝑘 = 0. Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.48539 0.09707 3.9616 

Error 21 0.51461 0.02450  

Total 26 1   

 

Tabla 6.6. ANOVA de �̂�𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 con 𝑘 = 0.5. Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.39197 0.07839 2.7076 

Error 21 0.60803 0.02895  

Total 26 1   
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Tabla 6.7. ANOVA de �̂�𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  con 𝑘 = 0.899. Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.34048 0.068097 2.1683 

Error 21 0.65952 0.031405  

Total 26 1   

 

Tabla 6.8. ANOVA de �̂�𝑅𝐺 . Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.46919 0.093838 3.7125 

Error 21 0.53081 0.025276  

Total 26 1   

 

Tabla 6.9. ANOVA de �̂�𝑃𝑆𝑂. Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.47951 0.095901 3.8693 

Error 21 0.52049 0.024785  

Total 26 1   

 

Tabla 6.10. ANOVA de �̂�𝐴𝐶𝑂 . Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.48028 0.096056 3.8813 

Error 21 0.51972 0.024748  

Total 26 1   
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Tabla 6.11. ANOVA de �̂�𝐴𝐵𝐶 . Proceso de maquinado 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 5 0.47977 0.095953 3.8733 

Error 21 0.52023 0.024773  

Total 26 1   

 

Se obtiene de los Análisis de la Varianza de la Tabla 6.5 a la Tabla 6.11 las métricas 

estadísticas que ayudaran como medida comparativa entre los métodos aplicados, para poder 

determinar y elegir el método de regresión que cumpla con el objetivo, eliminar la 

multicolinealidad sin afectar demasiado el ajuste del modelo, en consecuencia los 

estimadores del modelo serán más estables para la obtención de nuevas predicciones. 

 Tabla 6.12. Comparación de resultados métricas estadísticas. Proceso de maquinado 

Estadístico �̂�𝑴𝑪 �̂�𝑹𝒕𝒓𝒂𝒛𝒂
 �̂�𝑹𝒊𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐

 �̂�𝑹𝑮 �̂�𝑷𝑺𝑶 �̂�𝑨𝑪𝑶 �̂�𝑨𝑩𝑪 

𝑀𝑆𝐸 0.02450 0.02895 0.03140 0.02527 0.02478 0.02474 0.02477 

𝐹0 3.9616 2.7076 2.1683 3.7125 3.8693 3.8813 3.8733 

𝑅2 48.53 39.19 34.04 46.91 47.95 48.02 47.97 

 

La Figura 6.1 muestra el grafico de las predicciones generadas mediante los métodos 

Ridge Generalizado y ACO, se consideró graficar estos dos últimos debido a su mejor 

comportamiento en base a las métricas estadísticas con las cuales se compararon. Cabe 

mencionar que en estos dos métodos ya está eliminada la multicolinealidad, por lo cual sus 

estimadores son más estables en comparación con mínimos cuadrados (donde no se ha tratado 

la multicolinealidad). Se grafica además los datos deseados del diámetro del maquinado. 
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Figura 6.1. Gráfica observaciones y estimaciones de RG y ACO. Proceso Maquinado 
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6.2 Proceso de Soldadura PTA 

Se presenta además un segundo caso de estudio de un proceso de soldadura PTA, 

donde también los datos presentan problemas de multicolinealidad entre las variables de 

entrada y se corroboran resultados similares a favor de los algoritmos inspirados en la 

naturaleza ACO, ABC y PSO en comparación con las otras técnicas que también calculan y 

agregar sesgo en la matriz de datos para eliminar la dependencia lineal y generar estimadores 

de regresión más estables. 

  Tabla 6.13. Valores 𝑘 de sesgo del proceso soldadura PTA. 

Traza 

Ridge 

Método 

Iterativo 

Ridge  

Generalizada 
PSO ACO ABC 

𝑘 = 0.3 𝑘 = 0.998 𝑘 = [

0.3328
0.1553
0.1992
0.2713

] 𝑘 = [

0.5459
0.0708
0.01

0.1522

] 𝑘 = [

0.3763
0.2040
0.0083
0.9296

] 

 

𝑘 = [

0.9048
0.3426
0.01

0.0772

] 

 

 

Tabla 6.14. Estimadores de regresión del proceso soldadura PTA. 

�̂�𝑀𝐶    �̂�𝑅𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎
 �̂�𝑅𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜

 �̂�𝑅𝐺  �̂�𝑃𝑆𝑂 �̂�𝐴𝐶𝑂 �̂�𝐴𝐵𝐶  

6.6899 5.6577 5.0234 5.8966 6.5135 6.6698 6.5134 
-1.94E-02 -8.23E-04 -3.57E-03 -6.88E-05 -3.23E-04 4.66E-04 6.00E-04 
5.97E-02 -5.49E-03 -1.23E-02 -2.69E-03 1.19E-02 8.84E-03 7.65E-03 

-3.23E-02 -2.31E-02 -1.46E-02 -2.55E-02 -3.17E-02 -3.21E-02 -3.15E-02 
3.59E-03 8.68E-03 9.38E-03 7.27E-03 3.42E-03 1.84E-03 3.71E-03 

 

 Los Factores de Inflación de la Varianza (𝑉𝐼𝐹′𝑠) y el número de condición (𝜂), son 

las métricas estadísticas más utilizadas para determinar la multicolinealidad entre las 

variables de entrada. Como se observa en las Tablas 6.15 y 6.16 mediante los métodos 

propuestos en esta investigación, se elimina la multicolinealidad agregando los valores de 

sesgo obtenidos en la Tabla 6.13 para el proceso de soldadura PTA. 
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Tabla 6.15. 𝑉𝐼𝐹’𝑠 del proceso de soldadura PTA. 

𝑉𝐼𝐹𝑀𝐶  𝑉𝐼𝐹𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 𝑉𝐼𝐹𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  𝑉𝐼𝐹𝑅𝐺 𝑉𝐼𝐹𝑃𝑆𝑂 𝑉𝐼𝐹𝐴𝐶𝑂 𝑉𝐼𝐹𝐴𝐵𝐶 

33.77 0.2804 0.1197 0.2029 0.0841 0.1874 0.0712 

34.86 0.2695 0.1157 0.5158 0.8569 0.4418 0.3827 

1.48 0.6379 0.2286 0.7878 1.2786 1.1397 1.2707 

1.27 0.6222 0.2354 0.6659 0.8886 0.2664 1.0491 

 

Tabla 6.16. Número de Condición proceso soldadura PTA. 

𝜂𝑀𝐶  𝜂𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 𝜂𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  𝜂𝑅𝐺  𝜂𝑃𝑆𝑂 𝜂𝐴𝐶𝑂  𝜂𝐴𝐵𝐶  

159.09 8.37 3.29 10.20 9.19 9.03 5.40 

 

Se realiza el Análisis de la Varianza a partir de los estimadores de la Tabla 6.14 para 

determinar la afectación de la regresión debido al sesgo agregado, el cual se utiliza para 

eliminar la multicolinealidad entre las variables de entrada del proceso de soldadura PTA. 

Tabla 6.17. ANOVA de �̂�𝑀𝐶  con 𝑘 = 0. Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.74513 0.18628 20.465 

Error 28 0.25487 0.00910  

Total 32 1   

 

Tabla 6.18. ANOVA de �̂�𝑅 𝑡𝑟𝑎𝑧 con 𝑘 = 0.3. Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.58502 0.14625 9.8682 

Error 28 0.41498 0.01482  

Total 32 1   
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Tabla 6.19. ANOVA de �̂�𝑅 𝑖𝑡𝑒𝑟  con 𝑘 = 0.9981. Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.40706 0.10176 4.8056 

Error 28 0.59294 0.02117  

Total 32 1   

 

Tabla 6.20. ANOVA de �̂�𝑅𝐺 . Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.62751 0.15688 11.792 

Error 28 0.37249 0.01330  

Total 32 1   

 

Tabla 6.21. ANOVA de �̂�𝑃𝑆𝑂. Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.73672 0.18418 19.587 

Error 28 0.26328 0.00940  

Total 32 1   

 

Tabla 6.22. ANOVA de �̂�𝐴𝐶𝑂 . Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.73699 0.18425 19.615 

Error 28 0.26301 0.00939  

Total 32 1   
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Tabla 6.23. ANOVA de �̂�𝐴𝐵𝐶 . Proceso de soldadura PTA 

Fuente de 

Variación 

Grados de 

Libertad 

Suma de 

Cuadrados 

Cuadrado 

Medio 

𝑭𝟎 

Modelo 4 0.73659 0.18415 19.575 

Error 28 0.26341 0.00940  

Total 32 1   

 

En la Tabla 6.24 se observa el comparativo de las métricas estadísticas donde se 

destaca que el ajuste de modelo 𝑅2 para el método Mínimos Cuadrados es de 74.51, lo cual 

sería algo aceptable, sin embargo las variables de entrada presentan multicolinealidad, es por 

esto que los resultados obtenidos por los métodos inspirados en la naturaleza PSO, ACO y 

ABC, son más favorables para el proceso de soldadura PTA. 

Tabla 6.24. Comparación de resultados métricas estadísticas. Soldadura PTA 

Estadístico �̂�𝑴𝑪 �̂�𝑹𝒕𝒓𝒂𝒛𝒂
 �̂�𝑹𝒊𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐

 �̂�𝑹𝑮 �̂�𝑷𝑺𝑶 �̂�𝑨𝑪𝑶 �̂�𝑨𝑩𝑪 

𝑀𝑆𝐸 0.00910 0.01482 0.02117 0.01330 0.00940 0.00939 0.00940 

𝐹0 20.465 9.8682 4.8056 11.792 19.587 19.615 19.575 

𝑅2 74.51 58.50 40.70 62.75 73.67 73.69 73.65 

 

En la Figura 6.2 se graficó las observaciones del área afectada por el calor del proceso 

de soldadura PTA, además de la estimación por media de la regresión Ridge Generalizada la 

cual obtuvo mejores resultados entre los métodos exactos, también se graficó las 

estimaciones obtenidas mediante ACO la cual obtuvo el mejor resultado entre las 

metaheuristicas, tomando como métrica estadística el ajuste del modelo 𝑅2. 
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Figura 6.2. Grafica observaciones y estimaciones de RG y ACO. Proceso Soldadura PTA 

En términos generales, los resultados de la Tabla 6.12 del proceso de maquinado y la 

Tabla 6.24 del proceso de soldadura PTA, muestran que introducir sesgo en la matriz de las 

variables de entrada es una buen método para eliminar la multicolinealidad, además el 

comparar entre diversos métodos para obtener los valores 𝑘 de sesgo, amplia la posibilidad 

de obtener mejores resultados. En cuanto a los métodos exactos: traza de Ridge, el método 

iterativo y Ridge Generalizado, este último fue quien se comportó de mejor manera ante el 

objetivo de eliminar la multicolinealidad sin afectar en gran medida el ajuste del modelo. Por 

otro lado los algoritmos inspirados en la naturaleza PSO, ACO y ABC se comportaron mejor 

que los métodos exactos y también cumplieron con el objetivo antes mencionado. 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

En esta tesis se presenta el trabajo de investigación sobre el análisis de la 

multicolinealidad en modelos de regresión para dos procesos de manufactura. Los resultados 

obtenidos permitieron llegar a las siguientes conclusiones: 

Se realizó un análisis a la matriz de diseño para determinar el grado de multicolinealidad 

entre las variables de entrada del proceso de manufactura, basados en la literatura 

(Montgomery, Peck, & Vining, 2006) se estableció que los Factores de Inflación de Varianza 

(𝑉𝐼𝐹′𝑠)  y el número de condición (𝜂) , son mejores indicadores para determinar la 

dependencia lineal entre los factores, en comparación con la matriz de varianzas y 

covarianzas. 

Al realizar una regresión lineal entre las variables de entrada y salida, se obtuvieron 

estimadores mediante mínimos cuadrados, se hizo notar que dichos estimadores del modelo 

presentan problemas de multicolinealidad y no son adecuados debido a que presentan un 

grado fuerte de multicolinealidad entre las variables de entrada, generando intervalos de 

confianza grandes para los estimadores de �̂�𝑀𝐶 , esto causa problemas al momento de realizar 

el análisis de la varianza, porque al momento de determinar mediante las pruebas de hipótesis 

cuales son las variables significativas para el proceso se puede cometiendo el error tipo 1 o 

tipo 2, es decir, aceptar o rechazar la importancia de una variable de entrada del proceso. 

Esto motivo la búsqueda de otras alternativas para calcular los estimadores de regresión, 

se aplicó regresión Ridge teniendo como resultado la eliminación de la multicolinealidad, 

pero al ser la dependencia lineal muy significativa, el modelo de regresión pierde ajuste, lo 
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cual se evidenció mediante el estadístico 𝑅2, estableciendo que la alternativa de regresión 

Ridge elimina la multicolinealidad generando estimadores �̂�𝑅  más estables, por lo tanto, ya 

no se cometerá error tipo 1 o error tipo 2 al momento de realizar el análisis de la varianza, 

pero el ajuste del modelo se ve muy afectado. 

Lo anterior motivo la investigación hacia la búsqueda de métodos capaces de eliminar la 

multicolinealidad sin afectar el ajuste del modelo de regresión. Las alternativas a desarrollar 

fueron la Regresión Ridge Generalizada y algunos algoritmos inspirados en la naturaleza 

PSO, ACO y ABC; ambas vertientes con la idea de añadir más de un valor distinto 𝑘 de sesgo 

en la matriz de diseño, que permita eliminar la multicolinealidad, maximizando el ajuste del 

modelo, medido mediante el estadístico 𝑅2, esto impacta de manera positiva y beneficia para 

explicar adecuadamente las variables de los procesos de manufactura. Se observó que los 

cuatro métodos eliminaron la multicolinealidad, resaltando que los algoritmos PSO, ACO y 

ABC obtuvieron mejores resultados con respecto al ajuste del modelo en ambos casos de 

estudio: proceso de maquinado (𝑅𝑃𝑆𝑂
2 = 47.95, 𝑅𝐴𝐶𝑂

2 = 48.02 𝑦 𝑅𝐴𝐵𝐶
2 = 47.97 )  y 

soldadura PTA (𝑅𝑃𝑆𝑂
2 = 73.67,𝑅𝐴𝐶𝑂

2 = 73.69 𝑦 𝑅𝐴𝐵𝐶
2 = 73.65 ) manteniendo valores muy 

similar al de Mínimos Cuadrados (𝑅𝑀𝐶
2 = 48.53) y (𝑅𝑀𝐶

2 = 74.51) respectivamente, con la 

ventaja que los estimadores obtenidos mediante �̂�𝑃𝑆𝑂 , �̂�𝐴𝐶𝑂  𝑦 �̂�𝐴𝐵𝐶  son más estables. Lo 

anterior contesta las preguntas de investigación 1. ¿Qué impacto tendrá agregar más de un 

valor 𝑘 distinto de sesgo en la matriz de diseño? y 2. El agregar más de un valor de sesgo 𝑘 

¿Ayudara a generar estimadores más estables? 

Utilizando los algoritmos inspirados en la naturaleza PSO, ACO y ABC, se obtuvieron 

distintos valores 𝑘 de sesgo, los resultados se aplicaron en la matriz de sesgo; además se 

consideró como función objetivo el maximizar el estadístico 𝑅2 , también verificando la 
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eliminación de la multicolinealidad entre las variables de entrada, se consideró como medidas 

estadísticas los Factores de Inflación de la Varianza, donde los resultados fueron menores a 

diez en ambos casos de estudio (ver tablas 6.3 y 6.15) y el número de condición, donde los 

resultados fueron menores a cien (ver tablas 6.4 y 6.16) lo cual, es lo que determina eliminar 

la multicolinealidad. Esto responde la pregunta de investigación 3. ¿Qué método de 

optimización se debe utilizar para encontrar los valores de 𝑘  que eliminen la 

multicolinealidad? 

Se planteó una optimización global debido que la función objetivo a considerada fue 

maximizar el estadístico 𝑅2, asimismo se contempló como métodos para calcular el sesgo 𝑘 

que elimine la multicolinealidad entre las variables de entrada, a los algoritmos inspirados en 

la naturaleza, debido al gran auge que tienen hoy en día, además de presentar buenos 

resultados en otras investigaciones (Farmani, Jaamialahmadi, & Babaie, 2011), (Xu & Yang, 

2015), (Zhang, y otros, 2016). Los algoritmos implementados fueron Particles Swarm 

Optimization (PSO), Ant Colony Optimization (ACO) y Artificial Bee Colony (ABC). Esto 

contesta la pregunta de investigación 4. ¿Se deberá plantear una optimización multiobjetivo 

o global para obtener los valores 𝑘 que produzcan menos sesgo a los estimadores? 

Además, la búsqueda optima del parámetro de sesgo 𝑘 mediante los algoritmos ACO, 

ABC y PSO ayudarán a mencionar de forma acertada, cuales variables son más significativas 

para los procesos de manufactura que se consideraron en este trabajo, el efecto es positivo 

debido a que no se cometerá error tipo 1 o error tipo 2 al momento de realizar el análisis de 

la varianza. Con esto se responde la pregunta de investigación 5. ¿Cuál es el efecto de 𝑘 sobre 

las variables del proceso de manufactura? 
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La idea básica de la regresión Ridge Generalizada es obtener una matriz de sesgo con 

valores 𝑘 distintos para tratar la multicolinealidad entre las variables de entrada, entonces a 

partir de este hecho podemos mencionar como afirmativa la Hipótesis 1 de esta 

investigación, además y en base a esta idea de la regresión Ridge Generalizada, al aplicar los 

algoritmos ACO, ABC y PSO para la búsqueda de valores 𝑘 de sesgo donde la función 

objetivo fue maximizar el ajuste del modelo eliminando la multicolinealidad, se obtuvieron 

resultados positivos concluyendo también como afirmativa la Hipótesis 2. 

En base a todo lo anterior fue posible determinar el grao de multicolinealidad entre las 

variables de entrada, eliminar la dependencia lineal utilizando los métodos de regresión 

Ridge Generalizada y los algoritmos ACO, ABC y PSO obteniendo valores de sesgo 𝑘 que 

permitieron obtener estimadores de regresión más estables permitiendo con esto poder 

mencionar cuales son las variables más significativas en cada proceso de manufactura y así 

cumplir con el objetivo general y el objetivo específico uno, además para obtener los 

resultados del estadístico 𝑅2, se planteó como idea, mejorar la búsqueda del parámetro 𝑘 de 

sesgo en base a una optimización, cumpliendo así los objetivos específicos dos y tres.  

Para cumplir el objetivo específico cuatro, se compararon los resultados de la 

optimización mediante los algoritmos antes mencionados y se concluyó que fueron mejores 

los algoritmos PSO, ACO y ABC con respecto a los resultados que se obtuvieron mediante 

Regresión Ridge Generalizado, estableciendo como parámetro comparativo el ajuste del 

modelo 𝑅2 y los 𝑉𝐼𝐹´𝑠 para la eliminación de la multicolinealidad.  

Los resultados que se obtuvieron en esta investigación nos dejan una clara idea de lo 

importante que es realizar un análisis estadístico correcto, detectar y eliminar la 

multicolinealidad entre las variables de entrada, para entender y predecir la variable de salida, 
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debido a que todo el análisis se realizó considerando solo una respuesta (variable de salida) 

en cada proceso, se deja una línea de investigación abierta para trabajo futuro, el estudio de 

procesos de manufactura que presenten multicolinealidad y en los cuales se consideren 

controlar más de una variable de salida. 

Por último, en este trabajo de investigación se realizó un análisis de la multicolinealidad 

utilizando la regresión Ridge Generalizada como pieza importante para dar solución a la 

problemática de la dependencia lineal, donde se obtuvieron buenos resultados, pero sobre 

todo incorporar los algoritmos inspirados en la naturaleza ACO, ABC y PSO fue de gran 

ayuda para obtener los resultados deseados, eliminar la multicolinealidad para obtener 

estimadores estables sin afectar el ajuste del modelo. 
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