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Resumen

Una propiedad muy importante de los conjuntos no dominados es su
diversidad. Mientras mayor sea la diversidad, mds rica es la informacién
sobre las posibles soluciones a un problema multi-objetivo. Desde el ini-
cio de la computacién evolutiva multi-objetivo se han encontrado dificul-
tades para evaluar la diversidad de los conjuntos no dominados. Muchas
métricas disefiadas con este fin, fallan en ejemplos muy sencillos. En este
trabajo revisamos en que consisten las principales fallas de las métricas de
diversidad y damos una propuesta que no presenta estos problemas. Nues-
tra propuesta mide la diversidad de una forma diferente, considerando un



hiper-volumen de influcncia del conjunto, y tiene un comportamiento ex-
celente come medida de desempeno. Se probd nuestra métrica usando un
benchmark publicado en la bibliografia, teniendo un desempeno pefecto.

Pulabras Clave. Frente de Parcto, Conjunto No—-dominado, Diversidad.
Medidas de desempefic

THE PROBLEM OF MEASURING THE DIVERSITY OF
A NON-DOMINATED SET AND A SOLUTION

Abstract

Diversity is a very important property for non-dominated sets. The
diversity is a measure of how much information is contained in a non-
dominated sct. Ewvaluating diversity has been a difficult issue in multi-
objective evolutionary computation. Many diversity performance measures
fail in simple cases. In this work, we describe the most common problen:s
in diversity performance measures and we propose a more robust approach.
The problem with most performance measures is that they consist on eval-
nating the standard deviation of the distances between the elements of the
non- dominated sets, or a similar calculation. This dependence on a stan-
dard deviation produces a high sensibility to small changes in the non-
dominated sets. Our approach is based on an hyper—voluime associated to
the non—dominated set. The behavior of this hyper—volumne is exactly what
we expect from a diversity performance measure. We tested our approach
using a benchmark published in bibliography, showing an exceptional per-
[ormance.

Key words. Pareto Frong, Non—dominated set, Diversity, Performance mea-
SUres

1 Introduccion

En Optimizacién Multi-Objetivo (OMQ}, se trabaja con problemas plantea-
dos de la siguiente forma !:

Minimizar F(z) = {fi(z),..., fm(z)) (1)
sujetoa: v € X C R {2)

'Tn este Lrabajo asumimoes gue todas las funciones objetivo se deben minimizar. Esto
no nos hace perder generalidad, ya aue cualguier problema multi-ubjelive que contenga
[unciones a maximizar pnede transformatse en un problema equivalente que sélo Liene
[unciones a2 minimizar.



donde X es el conjunto de todas las soluciones factibles al problema.

En OMO no existe una idea clara “a priori” de como identificar la
solucién optima para un problema, pues se desconoce el COMpromiso en-
tre las diferentes funciones objetivo f;(z). Para poder identificar la solucion
éptima, es comin recolectar un conjunto de posibles soluciones. A este
conjunto le lamamos conjunto no dominado. Al observar este conjunto de
solticiones es posible tener una idea mds clara de que tipo de solucién es fa
que més nos conviene. O incluso, elegir la solucidn final a nuestro problema
de cntre los elementos del conjunto no dominado.

Es evidente que la calidad y cantidad de Ia informacion presente en un
conjunto no dominado es sumainente importante. Para un mismo problema
vy dependiendo del método de recoleccidén, es posible obtener diferentes con-
juntos. Por lo tanto, es necesario algin método para evaluar que tan bueno
es un conjunto no dominado. Esto con varios fines, como por ejemplo, tener
una idea de que tan rica es la informacién sobre la que se estd tomando una
decision. También es importante para identificar que métodos de recoleccion
dan mejores resultados.

Las dos principales propiedades de un conjunte ne-dominado son con-
vergencia y diversidad, cuya definicidn se dard mds adelante. En este tra-
bajo nos enfocaremos solamente en diversidad, probablemente la propiedad
més dificil de evaluar. Las métricas disefiadas para medir diversidad fal-
lan ficilmente en casos muy sencillos, por lo que es necesario idear nuevas
métricas. En este trabajo explicamos algunas de las causas de estas fallas y
proponemos una nueva métrica que es mucho mas robusta.

El resto del articulo se organiza como sigue: en la Seccidn 2 introducimos
los conceptos mds relevantes para este trabajo de la OMO. En la Seccién 3
explicamos algunos de los problemas més comunes de las métricas de diver-
sidad. En la Seccidén 4 discutimos el concepto de diversidad y proponemos
una nueva forma de evaluaria. En la Seccidn 5 someternos nuestra propuesta
a. casos de prueba. Finalmente, damos nuestras conclusiones en la Seccién 6.

2 Conceptos Basicos

En Optimizacién Multi-Objetivo, cada solucién factible x es evaluada en
base a varias funciones objetivo, es decir, en base a un vector de nimeros
reales Fz) = {(fi{z),..., fm(2)}. Comparar dos soluciones =,y € X es
complicado si no existen preferencias por ninguna funcién objetivo. Cuando
s¢ desean comparar vectores, es comin utilizar el Criterio de Optimalidad
de Pareto (COP). COP describe una relacién binaria entre vectores lla-
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Figure 1: Ejemples de dominancia (izquierda) vy un conjunte no dominado
{dlerecha).

mada dominancia. La definicién de dominancia nos dice que un vector w
domina a un vector z {w dom z) si z no es mejor que w en cualquiera de
las funciones objetivo ¥y que existe al menos una funcién objetive para la
cual w os mejor que z. En notacién matemdtica (y tomando en cuenta
que solo consideramos funciones a minimizar) dominancia se define como:
wdom z=vVie {1,2,...,m}, a; <b A Fje{l,2,...,n} |a; <bj, donde
w, 2 € R™ y o4 representa el i—ésimo elemento de a.

Es evidente que si un vector w domina a un vector z, entonces w es
mejor que z. Desafortuandamente, aiin con COP es posible fener vectores
incomparables, es decir, casos donde ni w domina a z ni  domina a w. Un
conjunto no dominadoe es un conjunto de vectores mutuamente incompara-
bles. Para ejemplificar estos conceptos, en la Figura 1, lado izquierdo, se
ven tres vectores a, b y ¢. Podemos ver que ¢ dom b, ¢ dam b, pero a ¥
o son incomparables bajo COP. En la misma figura, lado derecho. vemos
un conjunto de puntos no dominados. Cualquier par de vectores en este
conjunto son incomparables entre si.

En un problema multi-objetivo, podemos asumir sin temeor a error. que
una sohucién z es mejor que una solucion y si £(x) domina a F(y). De man-
era que es posible descartar a todas aquellas soluciones dominadas y concen-
trarnos en aguellas soluciones en X que no son dominadas por ninguna otra
solucion en X. Al conjunto de todas las soluciones factibles que no son dom-
inadas por ninguna otra solucién factible, se le Hama Conjunto de Pareto
(CP). Al la imagen de CP bajo el vector de funciones ohjetivo F(z) se le
llama Frente de Pareto {FP). Una representacién grafica de los conceptos
mencicnados en este parrafo se muoestran en la Figura 2.
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Figure 2: Elemoentos importantes de un problema mlti objetivo.

La calidad de una solucién factible depende de sus valores en las fun-
clones objetivo, por lo que el resto de la discusién de este articulo se de-
sarrolla en el espacio de las funciones abjetivo. Para mds informacién so-
bre Optimizacién Multi-Objetivo, recomendamos la lectura de Coello [1] ¥
Deb [2].

Independientemente de cuales sean las preferencias finales sobre las fun-
ciones objetivo, la solucidn éptima del problema serd un elemento del Frente
de Pareto. Por lo tanto, se busca cobtener una approximacién al FP para
clarificar preferencias y ser capaz de identificar la solucidn final al prob-
lema. Una aproximacion al FP consiste en un conjunto no—dominado de
tamano finito. En el resto del articulo se usaran los términos aproximacion
y conjunto no dominado como equivalentes.

Se han propuesto muchas metodologias para aproximar el frente de
Pareto, sin embargo una pregunta frecuente es que tan buena es una aprox-
imacion.  Medir la ealidad de un conjunto ne-dominado no es facil. En
general se consideran dos propiedades principales: convergencia, que se re-
fiere a que tan cerca estd la aproximacion al FP; y diversidad, que se refiere
a que fan rica es la informacidn que aporta la aproximacion sobre el frente
de Pareto. En este articulo nos enfocamos en diversidad, ¥ asumimos una
situacidén donde la convergencia no es un factor de discriminacién entre los
conjuntos no--dominados cue se estian comparando. Un ejemplo de esta
situacién es cuando todas las aproximaciones a comparar son subconjuntos
del Frente de Pareto.

La diversidad de un conjunto no-dominado se ha interpretado de varias
maneras. En la sigiiente seccidn mostramos algunas de estas interpreta-
ciones. describimos algunas métricas de diversidad basadas en estas inter-



pretaciones y explicamos cuales son los problemas que asociados a ellas.

3 Medidas de Diversidad

Una interpretacion rmuy comun de diversidad es que los elementos de un
conjunto no dominado deben estar equiespaciados entre ellos. Existen mu-
chos ejemplos de métricas basadas en esta idea. Por ejemple la métrica
de distribucién de Schott (f} [3], la métrica de distribucién de Deb [4], la
medida de dispersidn basada en entropifa de Farhang y Azarm [3] y muchas
otras.

El problema con las métricas gue miden la uniformidad en Ia distribucion
de los vectores, es que carecen de una propiedad muy importante. Esta
propiedad es llamada menotonia [6] y se enuncia a continuacién:

Definition 1 Una métrica I tiene la propiedad de monotonie si ol agregar
nueves elementos e un conjunto no dominedo A, la veloracidn gque do [ ¢
A mejora.

Evidentemente, al agregarle més elementos a un conjunto no dominado.
la cantidad de informacién que el conjunto nos proporciona es mayor, y
por lo tanto debe tener una mejor evaluacidn. Desafortunadamente, toda
métrica que mida la uniformidad en la distribucidn de un conjunto ne dom-
iuado viola el principio de monotonia. Para ver esto, considere la Figura 3.
En esta figura vemos que B tiene los mismos elemementos gue A mds un
vector, por lo que B debe ser considerado mejor que 4. Pero una métrica
hasaca en uniformidad va a evaluar a A como mejor que 5 pues A tiene mas
uniformidad en sus elementos. Mientras mejor sea una métrica para evaluar
uniformidad, més facilmente caerd en este error.

Un ¢gjemplo mds extremo se da cuando comparamos B con € en la
Figura 3. Como € es més uniforme, serd considerado como mejor que I3,
a pesar de que B contiene mucha mds informacién. En general la medidas
de uniformidad ignoran el niimero de elementos contenidos en las aproxima-
ciones. Una métrica que toma en cuenta uniformidad y mimero de elementos
¢s el indice My de Zitzler [7], pero aun asf carece de monotonia.

También se ha relacionado la diversidad con el mimero final de vectores
generados. Fsto debe manejarse con cuidade pues pueden darse casos como
¢l mostrado en la Figura 4, donde ¢l conjunto A tiene menos elementos qgue el
conjurnto 3. Sin embargo, los elementos del conjunto B estan aglomerados en
un pequetio espacio, por lo que dan casi la misma informacién, mientras que
los elementos de BB se encuentran bien distribuidos. El nimero de vectores
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Figure 3: Tres conjuntos no dominados: A (izquicerda). B (centro) v (F
(clerecha).

Ja 2

N 1

Figire 4;: Dos conjuntes no dominades con diferencias en el mimero de
elermentos: A (izquierda) 6 elementos, B (devecha) 10 elementos.

generados se usa en combinacién con otras medidas de diversidad para poder
hacer evaluaciones mas confiables.

Otra interpretacion que se le ha dado a la diversidad cs el concepto de
extension. La extensidn, como su nombre lo sugiere, se refiere a que tan am-
plia es la zona del Frente de Pareto que abarca un conjunto ne dominado.
Se han dado pocas propuestas en este sentido, como por ejemplo la Maxima
Dispersién de Zitzler [7], que consiste en la distancia entre los valores ex-
tremos del conjunto no dominade. Otro ejemplo es la métrica de covertwra
de Farhang v Azarm [8], que estd basada en conos convexos para decidir
cuando una aproximacién tiene mejor extension que otra. Medir solamente
extension puede dar un panorama limitade y engaiicso de la diversidad.
Para ver esto, obsérvese la Figura 5. Aqui vemos que A nos ofrece una gran
cantidad de infermacion sobre el Frente de Pareto. mientras que I3 solo tiene
dus vectores. Sin embargo, B se considera mejor desde el punfo de vista de
extension por abarcar una distancia mayor con estos dos vectores, lo cual cs
contradictorio.

-1
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Figure 51 Dos eonjuntos no dominados con diferencias en extensién: A
(izquierda), 3 (derecha).

4 Una Nueva Propuesta de Diversidad

En esta seccidn proponemos una métrica de diversidad que no esta basada
en ninguna de las ideas presentada en la seccidén anterior, sino gue parte de
otro principio. Iiste principio combina, de forma natural, la nocién intuitiva
de cuando una aproximacién tiene una mejor diversidad que otra.

Imaginese el caso hipotético donde podemos analizar todos los elementos
del Frente de Pareto. Bajo esta condicion especial, es factible pensar que
podemos identificar la verdadera sclucién dptima para nuestro problema
multi objetivo. Llamemosle z* a esta solucidn dptima. En la practica, z*
no puede ser identificada de antemano pero se busea identificarla usando
aproximaciones al Frente de Pareto, ya que z* es un elemento de FP. Ahora,
suponicndo un FP con un nimero infinito de elementos y considerando que
las aproximaciones al Frente de Pareto son conjuntos finitos. ;Cnél es la
probahilidad de que z* sea un elemento de una aproximacion? La respuesta
es, por supuesto cero. Excepto en casos donde el Frente de Pareto tenga
un mimero relativamente pegueiic de elementos, podemos considerar que la
solucion dptima a un problema multi-objetivo no estard contenida en una
aproximacion. A lo mdas que podemos aspirar es a que la aproximacion tenga
una solucion ¢ercana a z*.

A priori, cualquier elemenio del Frente de Pareto puede ser la solucion
6ptima. Por lo tanto, una buena aproximacién al FP sera aquella que pro-
porcione vectores cercanos a cualquier elemento del IP. Be manera que una
aproximacién tiene una mejor diversidad mientras mayor sea su capacidad
de de proporcionar vectores parecidos a cualquier elemento aleatorio del
Frente de Pareto.

Se usa esta nueva definicién de diversidad para construir una métrica



Figure 6: Un Frente de Pareto continuo (izquierda). Propuestas para
mcétricas de diversidad (derechal.

robusta. Imaginese un Frente de Pareto continuo y recto {(con fines de sim-
plificar la explicacién) como €l que se muestra en la Figura 6. lado izquierdo.
Para facilitar el andlisis, se rota ese Frente de Pareto hasta dejarlo horizon-
tal, como se muestra en la Figura 6, lado derecho, parte superior. Vamos
a asociar a cada elemento de una aproximacién una zona de influencia de-
terminada por un radic U. Por gjemplo, al vector ¢ en la Figura 6, lado
derecho. parte superior, le vamos a asociar todos aquellos elementos del
Frente de Pareto que estén a una distancia de ¢ menor a o igual a U. Se
dice que estos elementos estan “cubiertos” por a. La interpretacion de esta
zona de influencia, es que para cualquier elemento z del FP cublerto por a.
el vector « representa una solucidn equivalente, para la cual podemos tomar
a a como un substituto de z.

Dada una aproximacién al Frente de Parcto como la mostrada en la
Figura 6, lado derecho, parte central, podemos considerar como métrica de
diversidad a la longitud de la unidén de las zonas de influencia de todos los
elementos de la aproximacién. En la Figura 6, lade derecho. parte central,
esta longitud seria igual a o + 3 + +. Esta métrica de diversidad es una
funcidén de beneficio que da un valor més alto a una aproximacidn que cubre
méas elementos del Frente de Pareto.

Una desventaja de esta métrica de diversidad es gue, una vez que todos
lo clementos del FP estdn cubiertos, agregar mas vectores a la aproximacidn
no mejorard su valoracién, Debido a esto se introduce un modificacién. A
cada elemento z del Frente de Pareto se le asigna un peso w(z). cuye valor
depende del elcmente mds cercanc de una aproximacion A, Este peso estd
dado por la siguiente formula:

G de lo contrario

w(z) —_ { '\/{U2 - d(za ancar)2 si d(z'.aﬂca-r) S u (3)



J2

Figure 7: B2.

donde d{xz,y) es la distancia Euclidiana entre o ¥ 9, Guear €S €l elemento
de A méds cercano a z. Y se redefine nuestra métrica de calidad, Hamada 3,
como:

B{A) = /EPFw(z)dz (4)

I puede visualizarse como el drea de a unidn de los semicirculos que
se muestran en la Figura 6, lado derecho, parte inferior. En la prictica, B
puede ser muy dificil de calcular, pues necesitamos conocer el FP. Ademds
que para diferentes problemas multi-objetivo, los Frentes de Pareto corre-
spondientes pueden tener muchas topologias diferentes. Diferentes topologias
pueden hacer ain mas dificil caleular B. Para resolver esto, se hara un cam-
bio més. ¥n ves de definir nuestra métrica de diversidad a travéz de una
funcién de peso w, simplemente se asocia un circulo de radio U a cada uno
de los elementos de una aproximacién. y se define una nueva métrica de
diversidad, llamada B2, como el drea de la unién de todos estos circulos.
Notese que B2 no tiene las dificultades de cdlculo que tiene B. Para calcular
B2 no es necesario conocer el Frente de Pareto y la topologia de este es ir-
relevante. El valor de B2 depende iinicamente de la posicion de los vectores
de la aproximacién y de el valor de I/. Una representacion grifica de B2
para una aproximacion es como se ve en la Figura 7.

Ahora se generalizard la definicidn de B2 para cualquier dimension. Sea
b(a,U) la bola de radio U cuyo centro es . Sea p(X) la medida de un
conjunto X, por ejemplo area, velumen, hipervolumen, etc. La definicién
de B2 es la siguiente, para una aproximacion A:
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Figure 8: Tres conjuntos no dominados: A (izquierda), I3 (centro) y
(derechal.

B2(4) = ,u( | e, a)) (5)
acd

B2 tiene la propiedad de monotonfa. Cada nuevo vector que se agrega
a un conjunto no domninado agregs una mayor cantidad de drea. por lo
que la evaluacién de una aproximacién se incrementa conforme se incluyen
nuevos elementos. Esto se puede ver en la Figura 8, donde se reproducen las
aproximaciones de la Figura 3, perc con las bolas asociadas a los vectores.
Podemos ver que el conjunto 3 tiene una mayor area respecto al conjunto A
gracias a la aportacién que hace el vector extra en B. Cuando comparamos
B con C o A con €, vemos que C tiene una menor area debido a que tiene
muy pocos elementos, a pesar de que estos estan muy bien dispersos. Por
esto, nuestra propuesta es mas robusta en estos casos.

También es facil ver que B2 es robusta en casos como el de la Figura .
la cual reproducimos en la Figura 9, pero agregando bolas a los vectores.
Como se puede apreciar, el conjunto B tiene poca drea debido a que sus bolas
asociadas estdn muy cerca unas de ofras y se crcan muchas intersecciones.
Mientras que en el conjunto A se da muy poca interseccién, ya que sus
alementos estdn separados unos de otros.

Para casos como el de la Figura 5, nuestra propuesta también es rebusta,
pues aproximaciones que tengan clementos muy alejados pero que aportan
poca informacion intermedia, tendran dreas mas pequenas.

Un punto importante es como elegir el radio U de las bolas. Una de las
razones por las que B2 funciona, es por las intersecciones entre bolas. Con-
juntos con buena diversidad tienen pocas intersecciones y una mayor drea.
Conjuntos con una diversidad pobre tienden a tener un mimero mayor de
intersecciones y un drea pequena. Sin embargo, si U es demasiado pequeno.
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Figure 9: B2.

es posible que no se den intersecciones aiin en conjuntos con diversidad po-
bre. Pueden sugerirse muchas formas de fijar el valor de U. En nuestro caso
se decidio calcular el valor de & como el promedio de las distancias entre
cada vector y su vecino mds cercano. De esta manera pueden garantizarse
intersecciones en conjuntos con elementos muy cercanos entre ellos,

Otro punto muy importante es la complejidad computacional. Calcu-
lar la medida de un conjunto de N de bolas ticne complejidad N log NV en
dos dimensiones y N? en tres dimensiones [9]. Para més de tres dimen-
siones no conocemos un algoritmo exacto, pero se puede aproximar con una
integracién Montecarlo en tiempo lineal [10].

5 Experimentos

Para evaluar la validez de nuestra propuesta, nsamos algunos casos de prue-
has publicados en [11]. Cada uno de estos casos consiste en varios conjuntos
no dominados con diferentes grados de calidad, y es evidente a la vista
que conjunto no dominado es mejor que otro. Para pasar las prucbas, una
métrica debe evaluar los conjuntos para ordenarlos del mejor al peor correc-
tamente. Usamos los casos de prueba 3, 4, 5, 6, 7 y 8. No usamos los casos
de prueba 1 y 2 pues en estos casos se evalila convergencia. Cada caso de
prueba cuenta con 5 conjuntos no dominados: A, B, C, D y E. excepto el
caso de prueba 6 que solo tiene dos conjuntos: Ay 3.

Para representar las relaciones de calidad entre conjuntos no dominados
se usan los simbolos “;” y “=". Por ejemplo, A > B significa que A es mejor
que B3; A = DB significa que A es igual de bueno que B. También se crean
cadenas de relaciones como por gjemplo A > B = > D = E, que significa
que A es mejor que todos los demds conjuntos; B y C son igual de buenos
y superiores a D y E; y D y E son igual de buenos.
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Table 1: Resultados correctos de los casos de prueba

Prueba | Dos dimensiones | Tres dimensiones
3 A»B>C>D>E ASB>C> N>
4 A>B>C>D>E ASB>C>03E
5 ErD>C>=0B=4A e D=8 =A
6 A-D A=8
7 A=BuCaDoE AwlB=CubD_E
8 E>D>0>B>4 ExDx>0C>0%4

Table 2: Resultados de la métrica D2

Prueba | Dos dimensiones | Tres dimensiones
3 A>B>C>0>E AxO0=>20C>D >k
4 A»B3C>D>E AB>C»DR>E
3 Ex>D>C>08>0 ExDnC =084
5] A=n A=0
7 A_B-CoD-E A=BeC=Do B
8 Es>P>C>0>4 E»D»C» 8> 4

Cada caso de prueba tiene una versién en dos dimensiones y cn tres di-
mensiones. La descripeién de cada caso de prueba puede encontrarse en [11].
En Ja Tabla 1, se muestran los resultados esperados de los casos de prueha.
En la Tabla 2, sc presentan los resultados para nuestra propuesta. A modo
de comparacidn, en la Tabla 3 se muestran los resultados para la métrica de
distribucién de Schott (f) {3]. Como se puede observar, nuestra propuesta
resuclve correctamente todos los cases de prueba, mientras ¢que f falla en los
casos 3 y 4. Esto demuestra lo confiable y robusta que es nuestra métrica
de diversidad.

6 Conclusiones

En este trabajo espusimos varios de los problemas més frecuentes que se en-
cucntran en las métricas de diversidad para conjuntos no dominados. Con el
objetivo de crear una nueva propuesta, analizamos el concepto de diversidad
v lo redefinimos ecomo la capacidad de un conjunto no dominado de proveer
soluciones parccidas a cualquier elemento del Frente de Pareto. En base
a esta definicién construimos, una nueva métrica de diversidad que tienc
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Table 3: Resultados para la métrica de distribucién de Schott

Prueba | Dos dimensiones | Tres dimensiones
3 P>C>B>A>E E>D>C>8>4
4 CexbrExrRBR>A ExD=D0B>0 = A
5 E>D>C»B>A E>D>C>8%4
6 A_—D A B
7 A=RaC=DwE Am B Tu bl
8 ExD>0>0>4 ExD>0>E>4A

varias propiedades deseables y demostrd ser robusta en casos enganosos.
Para evaluar nuestra propuesta usamos algunos casos de prueba publicados
en la literatura, los cuales resolvid correctamente, superando a otra méirica
muy citada en la hibliografia.
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