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Resumen

Hoy en día, las empresas de clase mundial realizan la optimización del mantenimiento

de sus equipos mediante estrategias basadas en con�abilidad, con el �n de reducir la

posibilidad de pérdida o daño humano, ambiental y de sus equipos; donde prevenir fallas,

reducir costos e incrementar la seguridad, son factores primordiales. En este contexto,

la metodología comúnmente aplicada para la inspección y mantenimiento está basada en

la evaluación del riesgo, estructurando técnicas de Inspección Basada en Riesgo (RBI),

estudios de integridad estructural, mantenimiento estratégico y la estimación de la vida

remanente de los sistemas o componentes. La metodología RBI estima el riesgo mediante

el producto de la probabilidad de ocurrencia de las fallas con la consecuencia de la misma

Riesgoi = Pi · Ci. Considerando que la probabilidad de falla Pi es de gran importancia,

estimar tal probabilidad de forma adecuada, es el principal objetivo de la investigación.

La probabilidad de falla y la con�abilidad de las instalaciones en campo, es afectada

por factores de operación como la temperatura, el desgaste, parámetros de proceso entre

otros. Por consecuencia, la obtención de estimaciones con�ables de la probabilidad de

falla Pi, depende fuertemente de la incorporación de los efectos que el medio ambiente

operacional tiene sobre la con�abilidad del sistema o componente. Por lo tanto, es de

interés encontrar modelos estadísticos que se ajusten a datos de tiempo de vida incluyendo

factores operacionales representados mediante covariables

Para este �n, existe el modelo semi-paramétrico y el paramétrico de riesgo proporcional

(Log-Normal, Exponencial, Gamma y Weibull), que incluyen factores operacionales en la

estimación de la probabilidad de falla (Harrell, 2001).

En los modelos de riesgo proporcional, se encontró que debido al método de ajuste,

re�riéndose especí�camente al método de máxima verosimilitud, tales modelos se ven sev-

eramente afectados cuando la matriz de covariables está correlacionada, es decir presenta

colinealidad ocasionando inestabilidad en la estimación de los parámetros.



La función de verosimilitud parcial forma una función estacionaria lo cual provoca

que la convergencia del método de Newton-Raphson sea lenta, alcanzando soluciones

subóptimas.

Además, el efecto de la colinealidad se re�eja en la varianza estimada para cada

parámetro, es decir el error estándar es demasiado grande, trayendo como consecuen-

cia la probabilidad de cometer error en la inferencia realizada para probar la signi�cancia

de las variables en cuestión.

Debido al impacto que tiene la colinealidad sobre la estimación del riesgo y tomando en

consideración los avances encontrados en el tema, la presente investigación se enfoca en el

análisis y solución de los problemas mencionados, tomando en cuenta que tal estimación

es determinante para la aplicación de la Inspección Basada en Riego (RBI), así como

la elaboración de programas de inspección, la realización de planes de mantenimiento y

prevención de riesgos.
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Capítulo 1

Introducción

Las tecnologías comúnmente aplicadas para la inspección y mantenimiento están basa-

das en la evaluación del riesgo, estructurando de alguna forma las técnicas de Inspección

Basada en Riesgo (RBI) incluyendo estudios de integridad estructural, mantenimiento

estratégico y la estimación de la vida remanente de los sistemas o componentes. El RBI

combina la probabilidad de ocurrencia de las fallas y sus consecuencias. En la evaluación

del riesgo, la ocurrencia está expresada en términos de la probabilidad de falla, por lo

que en su estimación se involucran herramientas de ingeniería de con�abilidad, entre las

cuales se destaca el Análisis Weibull.

Por otro lado, la consecuencia es un parámetro relacionado con el escenario o ambiente

operacional donde se encuentra instalado el sistema o componente. Tal parámetro, está

medido en unidades monetarias (términos �nancieros) o en unidades de área (API RBI,

2008). La información obtenida del producto de la probabilidad de falla con la consecuen-

cia, es utilizada en la elaboración de programas de inspección para controlar el riesgo a

falla en los equipos, elaborando planes de mantenimiento; en esto la probabilidad de falla

es de gran importancia.

En RBI el riesgo del i-ésimo componente se de�ne mediante la siguiente ecuación:

Riesgoi = Pi · Ci; i = 1, 2, ..., n (1.1)

Donde Ci es la consecuencia del i-ésimo escenario de eventos que traen como resultado

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

la exposición al riesgo, es decir, una medida del daño o perdida del escenario y Pi es la

probabilidad de ocurrencia del escenario i. La cual está en función del tiempo de vida, t,

del componente en cuestión, y se denota como la función de distribución de probabilidad

acumulada F (t) (API RBI, 2008). Se puede observar que F (t) depende directamente de

la vida útil de la máquina, sistema o componente que se está analizando, convirtiéndose

por consecuencia en parte importante para el cálculo del riesgo, y por lo tanto, el estimar

Pi de forma adecuada se torna en tema de investigación.

Las consecuencias están relacionadas directamente con el ambiente operacional (o

escenario) donde se encuentra instalado el sistema o componente, lo cual indica que para la

estimación de Pi también es necesario tomar en consideración factores operacionales como

la temperatura, el desgaste, parámetros de proceso entre otros, que afecten la probabilidad

de falla del componente o sistema.

En la elaboración de programas de inspección es necesaria una estimación del riesgo,

de la cual la probabilidad de falla, Pi, es un ingrediente esencial. Por tanto, es necesario

que las estimaciones que se realicen de Pi sean con�ables; esto depende fuertemente de la

incorporación de los efectos que el medio ambiente operacional tiene sobre la con�abilidad

del sistema o componente.

Si el ambiente operacional tiene un fuerte impacto en el desempeño del producto y no

es considerado en la estimación de la probabilidad de falla, el resultado de los indicadores

de con�abilidad no representa de manera con�able el comportamiento de los equipos

o componentes y por consecuencia, el plan o los planes de mantenimiento basados en

indicadores con éstas características, no será del todo factible debido a la con�anza en la

estimación.

Además de las observaciones anteriores, las estimaciones de probabilidad de ocurrencia,

dependen en gran manera de la aplicación adecuada de las herramientas de ingeniería de

con�abilidad.

Una de las técnicas más utilizadas para estimar probabilidad de falla basada en datos



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

medidos de algún componente, relacionados con su modo de falla es el análisis Weibull

(aplicación de la distribución de probabilidad Weibull), que es útil por su capacidad para

simular un amplio rango de distribuciones como la Normal y la Exponencial entre otras

(Abernethy, 2008). El primer paso para la realización de un análisis Weibull es la obtención

adecuada de datos de tiempos de vida. Los datos de tiempo de vida (o ciclos de falla) son

información especial dado que se debe conocer la edad de los componentes o sistemas en

cuestión. El concepto de edad puede representar tiempo de operación, inicio y �n, ciclos

de fatiga, ciclos o tiempo a exposición de estrés o alta temperatura u otros parámetros.

Dadas las características anteriores, es de interés encontrar modelos estadísticos que

se ajusten a datos de tiempo de vida que incluyan factores operacionales representados

mediante covariables, o modelos que simplemente sean capaces de representar y pronos-

ticar de cierta forma la vida de los componentes con o sin considerar factores de operación

según sea el caso de estudio.

Para este �n, existen algunos modelos tales como el modelo paramétrico y semi-

paramétrico de riesgo proporcional que incluyen factores operacionales en la estimación

de la probabilidad de falla, así como los modelos paramétricos Log-Normal, Exponencial,

Gamma y Weibull que utilizan solo tiempos de vida (Harrell, 2001). Generalmente, el

modelo Weibull (único modelo utilizado en el API 581) representa, en general, de for-

ma adecuada este tipo de información, sin embargo, en ocasiones los tiempos de vida

no son compatibles con tal modelo, estos casos motivan a la utilización de otros mo-

delos que pueden ser útiles para representarlos. Con este �n, es necesaria la utilización

de herramientas estadísticas para seleccionar el modelo, en algún sentido, más adecua-

do. Para esto, se incluyen los modelos Exponencial, Gamma y Log-normal, además del

modelo no paramétrico Kaplan Meier, en el caso de la estimación sin considerar factores

operacionales.

Por otro lado, para estimar la probabilidad de falla considerando los efectos del medio

ambiente operacional (factores de operación como temperatura, factores de desgaste, pará-
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metros de proceso, etc.), existen modelos tales como los paramétricos o semi-paramétricos

de riesgo proporcional.

Los modelos de riesgo proporcional representan una generalización de un modelo de

sobrevivencia en forma de un modelo de regresión, el cual está conformado por la función

de riesgo, λ(t), multiplicada por la exponencial de los cofactores exp(Xβ) y es generali-

zado, cambiando la función de riesgo λ(t) para un tiempo determinado T , por la función

de riesgo λ(T |X) = λ(t) exp(Xβ) para un tiempo de falla, dados los cofactores X.

Dentro de estos modelos de sobrevivencia, el más usado es el modelo de riesgo pro-

porcional semi-paramétrico de Cox (Cox 1972), el cual es idéntico al modelo de riesgo

proporcional antes mencionado, sin embargo, existe una diferencia importante, ya que el

modelo de Cox, no supone alguna forma especí�ca para λ(t). Cox argumenta que cuando

se ajusta un modelo de riesgo proporcional, la información acerca de λ(t) no es de gran

utilidad al estimar los parámetros de interés β̂j (Harrell, 2001).

En la revisión de los modelos de riesgo proporcional, se encontró que debido al método

de ajuste, re�riéndose especí�camente al método de máxima verosimilitud, tales modelos

se ven severamente afectados cuando la matriz de covariables está correlacionada, es

decir presenta colinealidad ocasionando inestabilidad en la estimación de los parámetros.

Esto es, el Hessiano que se forma mediante la función de log-verosimilitud es inestable

ocasionando problemas en la estimación de los parámetros β̂j. Por ejemplo, la función

de verosimilitud parcial de Cox, debido a la colinealidad, forma una función estacionaria

lo cual provoca que al aplicar el método de Newton-Raphson para su optimización, su

convergencia sea extremadamente lenta alcanzando soluciones subóptimas.

Además, la colinealidad tiene un impacto considerable en la estimación de los paráme-

tros, lo cual se ve re�ejado en la varianza estimada para cada parámetro, es decir el error

estándar es demasiado grande, trayendo como consecuencia la probabilidad de cometer

error en la inferencia realizada para probar la signi�cancia de las variables en cuestión.

Para el caso de estos modelos, el objetivo principal es proporcionar estabilidad a
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los parámetros estimados para que la probabilidad de falla, el riesgo y las conclusiones

que se realicen al aplicarlos sean con�ables. Sin embargo, para proponer una solución

a los problemas mencionados es necesario encontrar la forma de estabilizar la matriz

de varianzas y covarianzas con el �n de disminuir el error estándar de la estimación y

encontrar parámetros estimados más estables.

Por otro lado, el método de Newton-Raphson converge lentamente y en ocasiones no

converge o encuentra soluciones subóptimas debido al problema de colinealidad (Sohn

et al., 2009). Para tal problema, se han propuesto algunos métodos adicionales; Gratton

et al. (2009) propusieron la utilización de métodos como el quasi-Newton (con línea de

búsqueda) y el método no lineal del gradiente conjugado considerando el comportamiento

de segundo orden de la función objetivo, para problemas de optimización si restricciones.

Gratton y Toint (2009) propusieron un método utilizando la aproximación de subespa-

cios invariantes y además plantearon algunas mejoras para el método quasi-Newton en

problemas de optimización sin restricciones. Introdujeron las ecuaciones para eigenvalores

aproximados y su utilización en la mejora del algoritmo propuesto; además, consideraron

el efecto de la colinealidad y el control de la curvatura. Kim et al., en el 2008, publicaron

un algoritmo de nombre gradiente LASSO, el cual es computacionalmente más estable y

converge más rápidamente al óptimo global debido a que no requiere la matriz inversa.

Existen otros métodos de optimización utilizados cuando la matriz Hessiano está mal

condicionada; por mencionar algunos el método de Newton-Cauchy que utiliza el producto

de un multiplicador lagrangeano en la matriz Hessiano (Nazareth et al., 2003), el método

de Newton modi�cado que propone una modi�cación de la matriz Hessiano mediante una

factorización de Cholensky (Bonnans et al., 2006) y el quasi-Newton (Nocedal y Wright,

2006) entre otros.

Además de los antes mencionados, existen otros métodos de optimización como los al-

goritmos genéticos, algoritmos evolutivos y algoritmos inspirados en la naturaleza, entre

otros. Estos métodos, no utilizan la matriz Hessiano para realizar la optimización y por lo
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tanto no son afectados por la colinealidad. Sin embargo, como utilizan vectores aleatorios,

en ocasiones no convergen a soluciones globales (Ashlock, 2005). Considerando el enfoque

mencionado, González et al., en el 2008, realizaron una comparación entre algunos al-

goritmos evolutivos y el método de Newton-Raphson; utilizados en la optimización de

la función de verosimilitud parcial del modelo de riesgo proporcional de Cox. Adicional-

mente, González et al. (2009) presentaron un método hibrido de optimización utilizando

Newton-Raphson, un algoritmo evolutivo basado en la distribución normal y un per�l de

verosimilitud.

Es evidente la importancia del método de optimización para la estimación de los pa-

rámetros βj en el modelo de riesgo proporcional, sin embargo, generalmente se utiliza el

método de Newton-Raphson para optimizar la función de log-verosimilitud debido a las

propiedades de la matriz Hessiano. Esto es, para realizar la inferencia de los parámetros

estimados mediante el método de máxima verosimilitud (que se muestra a detalle en el

capítulo IV, sección 4.1.4), se utiliza la matriz de información esperada, que es la matriz

Hessiano calculada en el método de Newton-Raphson (Pham, 2006), (Harrell, 2001). Dado

que los métodos alternativos de optimización realizan modi�caciones a la matriz Hessiano

(algunos en cada iteración) y considerando que se utilizará el método de máxima verosi-

militud para la estimación de los parámetros debido a la existencia de datos censurados,

no es conveniente en este caso, la utilización de los métodos alternativos.

Existen investigaciones relacionadas especí�camente con la optimización de la función

de log-verosimilitud; Scheike et al., en el 2007 encontraron que los modelos de Breslow

(1972) y Efron (1977), realizaban estimaciones sesgadas, y propusieron un método llamado

algoritmo EM (expectación-maximización). El algoritmo propuesto conduce a resultados

similares al método de Efron, por lo que es una buena opción para realizar análisis con

estas características.

Sy et al. (2000) mencionan que algunos datos de falla son tomados de poblaciones en

las cuales algunos sujetos son susceptibles y otros no a eventos de interés. La muestra
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obtenida contiene típicamente muchos datos censurados por lo cual un análisis de con-

�abilidad común puede, muchas de las veces no ser el apropiado. En estas situaciones,

consideraron utilizar un modelo de tratamientos (cure model), el cual fue extendido a

la utilización del modelo de Cox. Este modelo utiliza técnicas de máxima verosimilitud

para estimar los parámetros y la inversa de la matriz de información observada y calcular

los errores estándar del modelo. Se utilizó el método Newton-Raphson para la obtención

de los parámetros de manera simultánea, el cual mostró ser muy sensible con distintos

valores de inicio y provocó divergencia en el método. Se propone que los parámetros sean

obtenidos de manera alternada. Sevcovic et al. (2005) propusieron un método de nombre

minmax de 2 fases, para estimar los parámetros de un modelo CIR (Cox, Ingresoll and

Ross).

Considerando el efecto de la colinealidad en el modelo de riesgo proporcional de Cox,

Xue et al., en el 2007 propusieron generalizar la Regresión Ridge y aplicarla al modelo

este modelo. En su trabajo, realizaron un análisis de simulación para probar el estimador,

comparándolo con el método de verosimilitud penalizada propuesto por Verweij y Van

Houwelingen (1994).

Por lo tanto, si es posible representar el modelo de Cox de una forma lineal como

lo propone Xue, es decir como una regresión lineal, es posible aplicar los métodos de

diagnóstico de colinealidad y reducir el problema mediante técnicas ya conocidas, además

de realizar una generalización para otros modelos.

Por otro lado, Wax (1992) presentó un trabajo acerca de algunos diagnósticos de

colinealidad en la estimación del riesgo relativo, es decir herramientas para probar la

magnitud y fuente de la colinealidad entre co-variantes en los modelos de regresión de

riesgo relativo. El autor muestra como extender la utilización de herramientas como el

índice de condición, descomposición de la varianza en proporciones y factores de in�ación

de la varianza, en modelos de verosimilitud y verosimilitud parcial para modelos de riesgo

proporcional.
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Debido al impacto que tienen las de�ciencias mostradas sobre la estimación del riesgo

y tomando en consideración los avances encontrados en el tema, la investigación se enfoca

de cierta forma en el análisis y solución de los problemas mencionados, tomando en cuenta

que tal estimación es determinante para la aplicación de la Inspección Basada en Riego

(RBI) así como la elaboración de programas de inspección, la realización de planes de

mantenimiento y prevención de riesgos entre otros, cuando es necesario considerar factores

de operación en la estimación de la probabilidad de falla.

El presente documento está estructurado en siete capítulos. En el capítulo dos, se

describe el problema, los objetivos, las hipótesis de trabajo y los resultados esperados.

En el capítulo tres se describen algunos trabajos relevantes relacionados con el problema

planteado, hallazgos y posibles soluciones. El capítulo cuatro incluye las herramientas

necesarias para la estimación de la probabilidad de falla, así como también el modelo de

riesgo proporcional en el cual se basa la metodología propuesta para la presente diser-

tación. Además, se presentan algunas herramientas de diagnóstico para los efectos de la

colinealidad.

En el capítulo cinco se plantea la metodología para dar estabilidad a los parámetros

estimados en el modelo de riesgo proporcional cuando existe colinealidad, es decir, la

estimación de parámetros más estables en el modelo de riesgo proporcional para el cálculo

de probabilidad de falla considerando factores operacionales, aplicado en la estimación

del riesgo mediante la metodología RBI. En el capítulo seis se muestra la aplicación y

resultados obtenidos en la utilización de la metodología propuesta. Por último, en el

capitulo siete se desarrollan las conclusiones de la investigación y comentarios referentes

al trabajo futuro.



Capítulo 2

Planteamiento del Problema

El presente capítulo está estructurado para presentar el problema y su entorno, los

objetivos generales y especí�cos, las hipótesis, el enfoque de solución y los resultados

esperados; todo esto a través de secciones, para facilitar su seguimiento.

2.1. Descripción del Problema

El riesgo en RBI, es una función de la probabilidad de falla P del sistema en estudio

y de las consecuencias, C, de su falla (ecuación 1.1). Las consecuencias dependen del

escenario de operación, estas se establecen combinando métodos de ingeniería de planta y

la experiencia de los expertos. Para mayores referencias al respecto, se remite al lector a la

norma API 581 (2008). La probabilidad de falla P (t) está en función del tiempo de vida t

(o vida útil) del componente en cuestión, y es parte medular en el cálculo del riesgo. Por

lo tanto, estimar esta probabilidad de forma adecuada se torna en tema de investigación.

Esto conducirá a la elaboración adecuada de planes de mantenimiento de los sistemas o

componentes.

La modelación de tiempos de vida se realiza con los llamados modelos de tiempo de

vida entre ellos destacan: El modelo Exponencial, Weibull, Log-normal y Gamma. En la

estimación del riesgo, es necesario incorporar los efectos bajo los cuales el equipo es oper-

ado (medio ambiente operacional como temperatura, factores de desgaste, parámetros de

9
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proceso, etc.); que afectan directamente la con�abilidad del sistema o componente. De no

ser así, se tendrá una modelación poco razonable del comportamiento de los componentes

y en consecuencia, los planes de mantenimiento serán poco con�ables.

El efecto de las condiciones de operación sobre la probabilidad de falla puede incorpo-

rarse a los modelos de tiempo de vida a través de covariables. En tal caso los modelos se

llaman de regresión. Estos pueden clasi�carse como paramétricos o semi-paramétricos, de-

pendiendo de las suposiciones realizadas acerca de la distribución estadística de los datos

en estudio (Harrell, 2001). Los modelos paramétricos de regresión considerados en este

trabajo son: Exponencial y Weibull mientras que el modelo semi-paramétrico contemplado

es el de riesgo proporcional de Cox.

Generalmente, el modelo Weibull (único modelo considerado en el API 581, 2008)

representa de forma adecuada este tipo de información, sin embargo, en ocasiones éste

no presenta un buen ajuste, por lo que es necesaria la inclusión de modelos que pueden

ser más con�ables y de mayor utilidad. Además, es necesario incluir la aplicación de

herramientas estadísticas que permitan medir la bondad del ajuste de los modelos y la

selección entre ellos.

Los modelos de riesgo proporcional paramétricos y el modelo semi-paramétrico de Cox,

son una generalización de un modelo de sobrevivencia en forma de un modelo de regresión

del tipo Xβ; y es de�nido mediante la siguiente expresión:

λ (t|X) = λ(t) exp(Xβ), (2.1)

donde λ(t) es la función de riesgo base, X = {X1, X2, ..., Xk} es una matriz de covariables

(o de diseño) , β es un vector de parámetros de regresión y � | � es el símbolo usual

para condicionar; leyéndose entonces �t dado X�. Para los modelos paramétricos λ(t) es

representada por la función de tasa de fallas, lo que para el modelo semi-paramétrico λ(t)

puede ser completamente desconocida sin afectar la estimación de los coe�cientes β del

modelo (Harrell, 2001). Para estimar los parámetros del modelo (2.1), Cox (1972) propuso

la función de verosimilitud (ver capítulo IV, sección 4.3) de�nida como:
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N∏
j=1

exp
(
βTX(j)

)∑
i∈Rj exp (βTXi)

, (2.2)

mientras que su logaritmo, la función log-verosimilitud, es:

L(β) =
N∑
j=1

{
βTX(j) − log

[∑
i∈<j

exp(βTXi)

]}
(2.3)

Una cantidad considerable de repeticiones en los tiempos de vida crea un problema que

requiere ser considerado en la estimación de los coe�cientesdel modelo (Delong et al.,

1994). Para minimizar el problema Breslow (1974) sugiere la función de log-verosimilitud

parcial para datos con pocas repeticiones:

LB(β) =
N∑
j=1

{
βT
∑

I∈Dj
XI − dj log

[∑
i∈<j

exp(βTXi)

]}
, (2.4)

y para una muestra con un número considerable de repeticiones Efron (1977) sugiere:

LE(β) =

N∑
j=1

βT∑I∈Dj
XI −

dj∑
k=1

log

[∑
i∈<j

exp(βTXi)− (k − 1)/dj
∑
i∈Di

exp(βTXi)

] (2.5)

En ambas ecuaciones, N denota la cantidad de los tiempos de falla observados, I ∈ Dj

donde Dj representa el conjunto de todos los individuos que fallaron en un mismo tiem-

po tj. Por otro lado, i ∈ Rj representa el conjunto de riesgo en el tiempo tj : Rj =

{i : Xi ≥ tj}. Cuando no existen repeticiones, ambas funciones se reducen a la verosimi-

litud parcial de Cox (ecuación 2.3).

En una revisión detallada, se encontró que los modelos de riesgo proporcional se ven

afectados cuando una o más columnas de la matriz de covariables son linealmente de-

pendientes (presenta correlación entre las variables explicativas del modelo), ocasionando

inestabilidad en la estimación de los parámetros, a este problema se le conoce como co-

linealidad. Además, la matriz Hessiano que se forma obteniendo la segunda derivada de
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la función de log-verosimilitud, es inestable ocasionando problemas de convergencia en la

estimación de los coe�cientes β̂j.

Por ejemplo, la aproximación de Breslow (ecuación 2.4), alcanza soluciones subópti-

mas, debido principalmente a la estructura del Hessiano, H, de�nido en la ecuación (2.6).

Los regresores están representados de manera lineal, los cuales al derivar la función de log-

verosimilitud, el resultado los sigue conteniendo indistintamente, ocasionando correlación

en la estructura debido a los parámetros. Además, si la matriz de variables independientes

presenta colinealidad, el problema de inestabilidad de los coe�cientes se agrava.

H =
∂2L(β)

∂β2
=

N∑
j=1

∑i∈Rj exp(βTXi)X
⊗2
i∑

i∈Rj exp(βTXi)
−

(∑
i∈Rj exp(βTXi)Xi∑
i∈Rj exp(βTXi)

)⊗2
 (2.6)

Debido a la complejidad de la función log-verosimilitud, es necesaria la aplicación de

un método numérico para su optimización; en general y en el presente trabajo se utiliza

el método de Newton-Raphson (Sun et al., 2006), (Nazareth et al., 2003).

Como se mencionó anteriormente, el Hessiano utilizado por el método de Newton-

Raphson para optimizar la función de log-verosimilitud presenta inestabilidad debido a

problemas de colinealidad. Por consecuencia, la función tiende a formar valles en la zona

del óptimo (Figura 2.1), ocasionando la existencia de múltiples valores para el vector de

parámetros, que estiman el mismo punto óptimo, por lo que la elección de los coe�cientes,

en estos casos será subóptima.

Al Hessiano H, se le conoce también como la matriz de información de Fisher cuya

inversa H−1, es la matriz de varianzas y covarianzas de los parámetros estimados. En-

tonces, haciendo uso de esta matriz, transformada a una matriz de correlaciones, es posible

observar que las relaciones lineales entre las columnas, afectan la estimación de los co-

e�cientes, sus intervalos de con�anza y sus pruebas de hipótesis. Así por ejemplo, una

matriz de (2x2), será Hcorr =

[
1 r21

r12 1

]
, donde (r12) es la correlación entre las varia-

bles (X1, X2). Si las variables (X1, X2) no están correlacionadas (ortogonales entre si),

entonces r21 = r12 = 0, por lo que H−1 =

[
1 0
0 1

]
y el vector β̂ será estimado por
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Figura 2.1: Función de Log-Verosimilitud

β̂ =

[
1 0
0 1

] [
g1

g2

]
=

[
g1

g2

]
donde β̂1 = [g1] y β̂2 = [g2].

Por otro lado, la inversa del Hessiano en forma de correlación, H−1
corr,

H−1
corr =

[
1

(1−R2
12)

r12
(1−R2

12)
r12

(1−R2
12)

1
(1−R2

12)

]
, (2.7)

donde R2
12 es el coe�ciente de determinación múltiple entre la variable Xj y las demás

(p−1) variables de X, lo cual implica que a medida que la colinealidad crece, (r12 → 1), los

elementos de la diagonal principal tienden a in�nito y los elementos fuera de la diagonal

principal tienden a±∞ dependiendo del signo de rij. Por lo que el componente β̂j estimado

por el método de Newton-Raphson bajo estas condiciones, tendrá un valor sobre estimado

proporcional a la combinación lineal correspondiente al valor de los elementos de H−1.

Suponga por ejemplo que r12 =0.98, representa la correlación positiva entre las varia-

bles (X1, X2), por lo que H−1
corr =

[
25.2525 −24.7474
−24.7474 25.2525

]
y los coe�cientes estimados

para este caso β̂ =

[
25.2525 −24.7474
−24.7474 25.2525

] [
g1

g2

]
, son β̂1 = [25.2525g1 − 24.7474g2]

para el caso del primer parámetro y β̂2 = [−24.7474g1 + 25.25254g2] respectivamente.

Note que la diagonal de H−1
corr contiene el valor de in�ación de la varianza (VIF) para cada

parámetro, (el término VIF, se explica a detalle en el capítulo IV, sección 4.5)

De lo anterior, se observa que los coe�cientes están sobre estimados y que además

representan el efecto de la combinación lineal de las variables (X1, X2) sobre el gradiente.
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Cuando se trabaja con la matriz de correlación (como es este el caso), el valor esperado

óptimo del elemento diagonal de la inversa es 1, así la diferencia de 1 al VIF, es lo que

sobre estima al coe�ciente.

El gradiente y la relación lineal entre las columnas del Hessiano juegan un papel

determinante en la estimación de los parámetros, por lo que al evaluar la signi�cancia de

los coe�cientes estimados se debe considerar el gradiente como lo establecen Mela et al.

(2002).

Para percibir la inestabilidad en la estimación de los coe�cientes, se analiza la varianza

de β̂, la cual es estimada por V (β̂) = σ2H−1 (o alternativamente por V (β̂) = σ2
p∑
j=1

1/λj)

donde λj es el j−ésimo eigenvalor, que representa la proyección de los vectores �la,Xi deH

sobre el eigenvector vj asociado a λj. Si existe colinealidad, λj tenderá a cero. Por tal razón,

la varianza del vector β̂, V (β̂) = σ2
p∑
j=1

1/λj → ∞ por lo que su valor esperado estará

muy lejos del vector verdadero β debido a que E(β̂T β̂) = βTβ + σ2
p∑
j=1

1/λj = βTβ +∞.

Observe que para este caso la prueba de Wald, basada en el estadístico W = β̂/
p∑
j=1

1/λj

como lo mencionan Hauck et al. (1977), tiende a cero.

Para el ejemplo anterior, λ1 = 1.98 y λ2 = 0.02, por lo que el vector de coe�cientes

estimados será σ2(1/1.98 + 1/0.02) = 50.50σ2, mayor que el valor verdadero. Este in-

cremento de 50.50σ2 en la varianza de la estimación de β̂, produce inestabilidad en los

coe�cientes estimados de tal manera que para diferentes muestras, los coe�cientes esti-

mados pueden cambiar de signo (Montgomery et al., 2006). Un cambio de signo en los

coe�cientes estimados para los modelos de riesgo proporcional, tiene un fuerte impacto,

ya que estos modelos, toman los coe�cientes estimados como insumo para asignar el riesgo

debido a una covariable.

Como se mostró, los modelos de riesgo proporcional no son robustos ante problemas de

colinealidad. Para ilustrarlo, en la Tabla 2.1 se muestra una matriz de datos experimentales

que presentan problemas de colinealidad (Montgomery et al., 2006); con estos datos se
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ajustó el modelo de riesgo proporcional de Cox mediante la ecuación (2.3).

Tabla 2.1: Datos experimentales

Una forma para determinar si la matriz de datos contiene colinealidad, es mediante

el análisis del eigensistema, es decir estimando el número de condición kc de la matriz de

covarianza (Montgomery et al., 2006), el cual se obtiene mediante:

kc =
λmax
λmin

(2.8)

donde, λmax representa el eigenvalor mayor y λmin el eigenvalor menor.

La matriz de información estimada H−1(β), para los datos de la Tabla 2.1, es

H−1(β̂) =

 0.0296 −0.0978 28.843
−0.0978 0.5076 −24.089
28.843 −24.089 69018

 (2.9)

Los eigenvalores para esta matriz son [473.69, 1.9426, 1.44e− 005], y el número de

condición es kc = 3.27e + 007. Siendo que es mayor que el recomendado de 100 (Mont-

gomery et al., 2006), entonces se concluye que existen fuertes problemas de colinealidad.
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Además, la matriz de correlación y su inversa son:

Hcorr(β̂) =

 1 0.9362 −0.8993
0.9362 1 −0.8163
−0.8993 −0.8163 1

 (2.10)

H−1
corr(β̂) =

 6896.6 −1724.2 5172.5
−1724.2 1567.7 −157.03
5172.5 −157.03 5016

 (2.11)

Los elementos sobre la diagonal de la matriz de información estimada H−1(β̂), son los

errores estándar de los coe�cientes estimados. Ahora, si observamos los valores (VIF) en

la diagonal de la inversa de la matriz de correlación, lo recomendado es un valor entre 1

y 10 (Montgomery et al., 2006), entonces al observar que los valores sobrepasan el limite

superior, se concluye que el proceso de estimación se ve afectado, debido a la colinealidad

inherente al Hessiano.

Obsérvese, además, que debido a la magnitud de los elementos en la diagonal, el es-

tadístico de Wald tiende a ser cero afectando por consecuencia el valor de la signi�cancia

de la prueba para el coe�ciente. En particular, para el coe�ciente β̂3, el estadístico calcu-

lado es W3 = −2.2465√
69018

= -0.0085512.

Con esta breve discusión, se plantea que las conclusiones a las que llegamos utilizando

los modelos de riesgo proporcional pueden ser incorrectas. Esto sugiere la necesidad de

realizar investigación para eliminar o disminuir los efectos que la colinealidad inherente

que el Hessiano tiene sobre los coe�cientes estimados, sus pruebas de hipótesis y la pro-

babilidad de falla estimada. Por consecuencia, cualquier programa de inspección que se

desarrolle basado en el riesgo calculado, tendrá mayor certeza estadística.

Conforme a la discusión anterior, surgen las siguientes preguntas de investigación:

¾Cómo asegurar que los β̂j estimados no presentan inestabilidad debido a la colinealidad?

¾Como asegurar que la estimación de los parámetros es adecuada y similarmente, la

probabilidad de falla estimada en un modelo de riesgo proporcional?

¾Como estabilizar la matriz Hessiano para que la varianza disminuya y aumente la es-

tabilidad de los parámetros estimados? ¾Con la estabilidad de los parámetros se obtendrán
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mayor certeza estadística en la probabilidad de falla estimada? ¾Es posible generalizar el

método de estimación para los otros modelos utilizados en la estimación de probabilidad

incluyendo covariables?

En los modelos de regresión lineal múltiple se utiliza la Regresión Ridge (Montgomery

et al., 2006) como estrategia para la estimación de los parámetros en presencia colineali-

dad, debido a que, tal problema conduce a una estimación menor de los cuadrados medios

del error con respecto a la estimación por máxima verosimilitud (Piña, 2005), lo cual

representa una posibilidad para la solución del problema planteado.

Xue et al., en el 2007, estudió el impacto que la colinealidad tiene sobre el modelo

de Cox, y propuso una adaptación del método de Regresión Ridge, mostrando en su

investigación que la función de verosimilitud parcial (ecuación 2.2) es equivalente a la

función de verosimilitud de n realizaciones de variables aleatorias independientes Poisson

Yij, donde Yi0 = 1 y Yij = 0 para i = 1, ..., n y j = 1, ...,mi; para esto el valor esperado

de Yij es:

E [Yij] = Pij =
ρ (β, xij)∑mi
l=0 ρ (β, xil)

para j = 0, 1, ...,mi (2.12)

Lustbader (1986) demostró que un modelo de regresión de Poisson puede ser reformu-

lado como un modelo de regresión lineal:

U = Dβ + ε, (2.13)

donde D representa la matriz de diseño, β el vector de parámetros del modelo a esti-

mar y ε un error aleatorio. Las hileras de la matriz de diseño D (D tiene la dimensión∑
(mi + 1) · p) tienen la forma: √

Pij
(
kij − k̄i

)
, (2.14)

donde kij = ∂ log p(β, xij)/∂(β) y k̄i =
∑mi

l=0 Pilkij. Bajo un modelo log-lineal de riesgo

relativo kij = xij. La matriz de diseño D es equivalente a la matriz de covarianza en la

regresión lineal, excepto que utiliza la distancia de kij a la media del riesgo k̄i. Tal distan-

cia, es conocida como la distancia euclidiana; sin embargo en presencia de colinealidad,
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la distancia calculada no es del todo con�able. Los elementos del término residual son:

εij =
yij − Pij√

Pij
para j = 0, 1, ...,mi; i = 1, ..., n (2.15)

De la formulación del modelo lineal presentado en la ecuación (2.13), por mínimos

cuadrados se puede obtener el estimador lineal de β:

β̂ = (D̂T D̂)−1D̂T Û (2.16)

Por consecuencia el estimador del modelo lineal de Regresión Ridge es:

β̂R = (D̂T D̂ + kI)−1D̂T D̂β̂ , (2.17)

donde k es una constante que requiere ser estimada y (D̂T D̂) es la matriz de información

estimada para el modelo de Cox.

El modelo presentado por Xue, se realizó bajo el supuesto de que no existen datos

censurados y repeticiones en la muestra de tiempos de falla, por lo que representa una

desventaja. Además, se observa que construye una matriz de diseño supuesta D (donde

D̂TD = H(β̂)) para realizar la estimación por mínimos cuadrados, lo que sugiere distintas

posibilidades para proponer la solución.

Debido al impacto que tienen las de�ciencias mostradas sobre la estimación de la

probabilidad de falla, la presente investigación se enfoca principalmente en el análisis y

solución de los problemas mencionados resaltando la importancia de tal estimación sobre

el calculo del riesgo en la aplicación de la Inspección Basada en Riesgo (API RBI 581,

2008).

2.2. Hipótesis

A continuación se presentan las hipótesis necesarias para el desarrollo de la presente

disertación, las cuales deberán ser demostradas mediante el desarrollo y aplicación de la

metodología propuesta.
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2.2.1. Hipótesis General

La utilización de los fundamentos del modelo de Regresión Ridge adaptados al modelo

de riesgo proporcional, para tiempos de falla con censura y repeticiones, permite obtener

parámetros más estables y por consecuencia estimaciones de probabilidad de falla más

con�ables.

2.2.2. Hipótesis Especí�cas

1. Es posible a través de un modelo generalizado identi�car y minimizar el problema

de colinealidad en los modelos de riesgo proporcional tanto en el caso paramétrico

como en el semi-paramétrico.

2. Es posible obtener estimaciones de los coe�cientes del modelo de regresión, más

estables que los estimados mediante el método de Newton-Raphson, sin reconstruir

la matriz de diseño.

3. Es posible incorporar el efecto que el gradiente tiene sobre la estimación de los

coe�cientes de regresión y sus pruebas de hipótesis cuando se aplican los modelos

no lineales.

4. Es posible que la obtención de parámetros más estables tenga efecto en el estadístico

Wald que se usa para realizar la inferencia de los coe�cientes en los modelos de

regresión no lineales, es decir, que el estadístico re�eje el efecto que el gradiente

tiene sobre los coe�cientes estimados.

2.3. Objetivos

Para la disertación se plantean los siguientes objetivos, que de�nen los propósitos

especí�cos de la presente investigación.
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2.3.1. Objetivo General

Generar una metodología estadísticamente con�able para incorporar los efectos que el

medio ambiente operacional tiene sobre la estimación de la probabilidad de falla y a su

vez del riesgo utilizado para la gestión de mantenimiento basado en la metodología RBI.

2.3.2. Objetivos Especí�cos

1. Establecer criterios para la realización de un modelo de análisis que nos permita

estimar: con�abilidad de un componente, probabilidad de falla, tasa de falla y vida

media o remanente, para el desarrollo de planes de mantenimiento basados en RBI.

2. Dar estabilidad y con�anza estadística a los coe�cientes estimados para los modelos

de riesgo proporcional ajustados a datos de tiempos de vida de un producto o

sistema, a través de eliminar (o minimizar) los efectos de la colinealidad inherente a

la estructura del Hessiano, para incrementar por consecuencia la certeza estadística

en la estimación de la probabilidad de falla Pi y el riesgo estimado en RBI.

3. Encontrar la forma de mejorar la matriz de covarianzas para disminuir el proble-

ma de colinealidad y por consecuencia dar estabilidad a los parámetros estimados,

además de disminuir la varianza de la estimación.

4. Dar estabilidad a los parámetros β̂j para que el riesgo estimado y las conclusiones

que se realicen al aplicar la metodología sean con�ables.

2.4. Justi�cación

COMIMSA, en su Gerencia Región Sur y Gerencia Región Marina realiza análisis de

riesgo en plantas de procesos petroquímicos con el propósito de asegurar que:

• Las plantas operen exitosamente.
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• Optimicen el uso de sus recursos.

• Mejoren el rendimiento de los activos de la instalación.

La gerencia realiza estos estudios basados en la metodología de Inspección Basada en

Riesgo (RBI) haciendo uso de normas tales como el API-581, para calcular el riesgo con

el cual se realizan los planes de mantenimiento.

Por lo tanto, dado que el riesgo es una función de la consecuencia de la falla C y su

probabilidad de falla P , la gerencia necesita que la probabilidad de falla sea estimada de

forma correcta y con�able para que sus análisis tengan un soporte estadístico razonable.

El plan de mantenimiento que se realiza actualmente está basado en la experiencia

del encargado y en las especi�caciones de diseño de los componentes, presentándose dos

posibles casos:

1. El componente presenta falla después del tiempo especi�cado por el fabricante. Esto

tiene por consecuencia un sobre mantenimiento e implica un costo (por inspección).

Por ejemplo, si se planea que el componente fallará en 5 meses y el componente

falla en 10 meses, se realiza un 50% más del mantenimiento. La causa general es

que el componente opera en condiciones menos severas que las establecidas por el

fabricante en el laboratorio. Considerando que el laboratorio no es especí�camente

el contexto operacional, entonces existen factores operacionales que están afectan-

do directamente la probabilidad de falla, los cuales deben ser considerados en su

estimación.

2. El componente presenta falla antes del tiempo especi�cado por el fabricante. En este

caso, hay que revisar si el componente es de alto riesgo y sus posibles consecuencias.

Además, es necesario realizar un análisis profundo para determinar que factores

operacionales están in�uyendo en su probabilidad de falla (procedimiento, materiales

o capacitación).
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En ambos casos, es necesario, sin comprometer la integridad del componente o equipo,

reestablecer la frecuencia de mantenimiento basándose en el riesgo establecido para cada

caso y, si es necesario realizar un re-acondicionamiento, una sustitución o el rediseño

correspondiente. Dado lo anterior, es evidente que las necesidades de la gerencia son:

1. Determinación y caracterización del tipo de datos (tiempos de falla y datos censura-

dos).

2. Considerando que el API-581 utiliza solo el modelo Weibull, se requieren las he-

rramientas necesarias para estimar probabilidad de falla, vida remanente y tasa de

fallas entre otros indicadores, para tal modelo utilizando solo tiempos de vida.

3. En caso de que el modelo Weibull considerando en el API 581 no sea adecuado, es

necesario la realización de una selección del modelo que mejor describa los datos de

tiempo de vida (Exponencial, Gamma, Weibull y Log-Normal) para la estimación

de probabilidad de falla, vida remanente y tasa de fallas, sin considerar factores

operacionales.

4. Adicionalmente, es necesario un modelo para estimar la probabilidad de falla, vida

remanente y tasa de fallas (entre otros indicadores), considerando tiempos de vida

y factores operacionales.

La presente investigación se centra principalmente en el punto número cuatro referente

a los modelos de riesgo proporcional, especí�camente en obtener parámetros estimados

más estables, con el �n de proporcionar soporte estadístico a la estimación de la probabi-

lidad de falla y, por consecuencia, al riesgo calculado para la aplicación de la metodología

RBI. Sin embargo, los puntos 1-3, también se desarrollarán de manera adicional como

entregable para uso de la gerencia.



Capítulo 3

Revisión Bibliográ�ca

En este capítulo se presenta el estado del arte referente al enfoque de incluir en un

modelo, los factores operacionales que in�uyen en la estimación de la probabilidad de

falla, la estimación de sus parámetros en presencia de colinealidad y los métodos de diag-

nóstico del problema, además de su utilización y principales desarrollos, para estabilizar

sus parámetros estimados y por consecuencia mejorar la con�anza de la probabilidad de

falla estimada.

3.1. Antecedentes

En el proceso de revisión de trabajos relevantes relacionados con la estimación de

con�abilidad considerando variables operacionales, se observó que la mayoría de las apli-

caciones se han desarrollado en el campo de la medicina como lo muestran Molinero

(2001), Liu et al. (2009), Corpas y Lara (2009), Laubender y Bender (2009), Kreike et al.

(2010) entre otros.

Por otro lado, en este proceso inicial de revisión, se realizaron algunos trabajos aplica-

dos a modelos de degradación. En el campo de los recubrimientos poliméricos expuestos

en ambiente ácidos, se obtuvieron datos de pruebas de vida acelerada con los cuales se

comparó la resistencia de un recubrimiento polimérico añadiéndole un sello vinilester,

contra otro recubrimiento de la misma naturaleza sin añadir el sello vinilester (González

23
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et al., 2008). Para realizar el modelo de extrapolación se utilizaron polinomios ajustados

mediante el método de mínimos cuadrados, ajustando además un modelo Weibull para

determinar la con�abilidad de componente; los resultados mostraron la superioridad del

recubrimiento polimérico añadiéndole un sello vinilester (ver apéndice II).

Adicionalmente, se presentó la aplicación de un modelo para la estimación de con�a-

bilidad utilizando el modelo de probabilidad Weibull, modelando el parámetro de escala

de la forma α(x) (González et al., 2008). En este trabajo, se utilizó el método de mínimos

cuadrados para obtener los tiempos de falla estimados. Se realizó la aplicación del modelo

Weibull para estimar la con�abilidad, utilizando los datos publicados por Withmore et al.

(1997), referentes a la resistencia de cables de conducción eléctrica en altas temperaturas

(ver apéndice II).

Como ya se mencionó, la mayoría de las aplicaciones relacionadas con el concepto

de incluir los factores operacionales en la estimación de con�abilidad, especí�camente en

los modelos de riesgo proporcional, se han desarrollado en el campo de la medicina, sin

embargo, la interrogante es si existe alguna aplicación industrial de este tipo de modelos

ya que la investigación realizada se enfoca al campo de la ingeniería industrial.

Piña et al., en el 2005, realizó una revisión del modelo propuesto por Taraman en

1974, el cual se enfoca en la modelación de la vida útil de una herramienta, es decir la

duración de tiempo que la herramienta mantiene una calidad aceptable de funcionamiento,

tomando dos aspectos importantes: el ambiente operacional y el desgaste presentado por

edad.

Taraman (1974) llevó a cabo un experimento diseñado para estimar los parámetros de

un modelo empírico; Balakrishnan y DeVries (1985), extendieron el análisis de Taraman,

para permitir la actualización secuencial de parámetros estimados y la inclusión de infor-

mación previa en el procedimiento de estimación. Mazzuchi y Soyer (1989), notaron que el

modelo empírico propuesto por Taraman, tomaba en cuenta el efecto del ambiente opera-

cional de la máquina pero fallaba en considerar la edad (o características de desgaste de la
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herramienta). Para considerar tanto el ambiente operacional como la edad fue propuesto

un modelo de riesgo proporcional utilizado para evaluar la vida de la herramienta.

En la primera parte, se toma la función de riesgo λ0, (conocida en la literatura como

riego base), para modelar la duración (tiempo de vida) de la herramienta. En la segunda

parte, el modelo representa el ambiente operacional a través de los coe�cientes de regresión

de un modelo polinomial y la matriz de covarianzas. Sin embargo, la matriz de covarianzas

formada por los factores operacionales que determinan la vida de la herramienta, ocasiona

que los coe�cientes estimados sean inestables (grandes y con intervalos de con�anza de-

masiado amplios). Por tal motivo, los autores utilizaron el método de Regresión Ridge

para minimizar el efecto de la matriz de covarianzas sobre los parámetros estimados.

Scheike et al., en el 2007 encontró que los modelos existentes de aproximación al

método de Cox, especí�camente el caso de Breslow (1972) y Efron (1977), encontra-

ban estimaciones sesgadas, por esta razón propusieron un método llamado algoritmo EM

(expectación-maximización), en el cual se propone una ecuación de cali�cación (score

equation) que se utiliza para obtener los parámetros βj, realizando su solución mediante

Newton-Raphson. El autor realizó una comparación entre los métodos existentes y el

método propuesto, haciendo énfasis en la importancia del análisis de datos de falla con

repeticiones. Mediante la simulación realizada para la comparación de los métodos, se

demostró que la aproximación de Efron es la mejor elección para el análisis de fallas con

repeticiones, mencionando también que la aproximación de Breslow funciona mejor si los

covariantes siguen una distribución uniforme o binaria. Por otro lado, el algoritmo EM

en todos los casos conduce a resultados similares al método de Efron, por lo que es una

buena opción para realizar análisis con estas características.

Sy et al., en el 2000, menciona que algunos datos de falla son tomados de poblaciones

en las cuales algunos sujetos son susceptibles y otros no a eventos de interés. La muestra

obtenida contiene típicamente un gran porcentaje (80%) de datos censurados por lo cual

un análisis de con�abilidad común puede muchas de las veces no ser el apropiado, en estas
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situaciones puede ser utilizado el modelo de corrección (cure model) que fue extendido a

la utilización del modelo de Cox.

Este modelo emplea técnicas de máxima verosimilitud para estimar los parámetros

de regresión y la incidencia de manera simultanea Lc(b, β,Λ0; y). Además, se propone la

utilización de una forma no paramétrica de verosimilitud para el algoritmo EM, estimando

los errores estándar del modelo mediante la inversa de la matriz de información observada.

Para realizar la optimización de la función Lc, se utilizó el método Newton-Raphson,

método que se mostró altamente sensible a los valores iniciales (semilla), ocasionando

que el algoritmo no lograra converger. Sy menciona que el método más e�ciente fue el

de Newton-Raphson de dos pasos propuesto por Prentice y Gloecker (1978) donde los

parámetros son obtenidos de manera alternada.

Se puede concluir que los parámetros juegan un papel importante en los modelos

de riesgo proporcional, sin embargo se ha encontrado que, por lo general, se utiliza el

método de Newton-Raphson para optimizar la función de verosimilitud parcial (dado que

proporciona la matriz de información estimada). Esto puede tener algunos inconvenientes,

por ésta razón se realizó una revisión amplia de trabajos relacionados con la optimización

de funciones.

Sohn et al. (2009) menciona que el método de Newton-Raphson converge lentamente

y en ocasiones no converge o encuentra soluciones subóptimas debido a que la matriz He-

ssiano se ve afectada por el problema de colinealidad. Dado lo anterior, Gratton y Toint

(2009) propusieron un método utilizando la aproximación de subespacios invariantes e

Introdujeron ecuaciones aproximadas para eigenvalores, las cuales fueron utilizadas para

mejorar el método de optimización sin restricciones quasi-Newton. Adicionalmente, con-

sideraron el efecto de la colinealidad y el control de la curvatura; para esto, mostraron

que utilizando el conocimiento a priori de los espacios invariantes aproximados asociados

con la matriz Hessiano, induce a una utilización de la información más e�ciente y por

consecuencia a la obtención de mejores algoritmos de optimización.
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Kim et al., en el 2008, publicó un algoritmo de nombre gradiente LASSO por sus siglas

en inglés (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), el cual es computacional-

mente más estable y converge con mayor rapidez al óptimo global debido a un paso de

eliminación incluido en el algoritmo, además de no requerir la matriz Hessiano inversa

para realizar la optimización. El autor menciona que se han realizado aplicaciones del

algoritmo propuesto en análisis de con�abilidad.

Sevcovic et al. (2005) propuso un método de nombre minmax de 2 fases, para estimar

los parámetros del modelo CIR (por Cox, Ingresoll and Ross) de una tasa de interés. En

la primera parte de la optimización se determinaron cuatro parámetros CIR mediante la

minimización de la suma de cuadrados de las diferencias de una curva teórica de proceso

CIR y la curva del mercado real, es decir la minimización de la suma de cuadrados

de las diferencias entre la curva de la tasa de interés del mercado real y la predicción

mediante CIR, para lo cual se propuso una función de costo U y obteniendo un mínimo

global. Este trabajo introduce el concepto de función de verosimilitud restringida. Para

tal aproximación se realizó la optimización del logaritmo de una función formada por tres

parámetros donde la función de costo U (transformada en 3 variables) alcanza el mínimo

global.

Con respecto al método de optimización, el autor menciona que existen métodos están-

dar ó técnicas de optimización para la obtención del mínimo global, como el método del

gradiente de Newton-Kantorovich sin embargo estos métodos convergen hacia un mínimo

local, además de tener una convergencia lenta para encontrar un mínimo global. Sevcovic

utilizó un método de optimización basado en una variante de un algoritmo de estrategia

evolutiva. En cada paso de la optimización, la aproximación del mínimo global obtenido

mediante el algoritmo evolutivo, es mejorada por un corrector que consiste en la apli-

cación del método del gradiente de Newton- Kantorovich. Este método se aplica después

de haber generado el vector de selección de la nueva generación, en el cual cada vector

(padre) intermedio, es mejorado mediante m pasos del método del gradiente de Newton-
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Kantorovich, obteniendo un nuevo vector de padres mejorado.

Es evidente la importancia de la estimación de los parámetros del modelo en cuestión,

debido a que tener soluciones subóptimas afecta en los resultados esperados. Especí�ca-

mente en el modelo de riesgo proporcional y especialmente en el modelo de Cox, tener

soluciones subóptimas afecta de gran manera, dado que para estimar la tasa de fallas, así

como la probabilidad de falla, estos modelos toman como insumo los parámetros estima-

dos, induciendo por consecuencia, a conclusiones erróneas.

Considerando lo anterior, se realizó (Gonzalez et al., 2008) un trabajo relacionado con

la estimación de los parámetros del modelo de Cox utilizando diferentes estratégicas de

optimización. Utilizando los datos publicados por Soyer y Mazzuchi (1989), se comparó

la e�ciencia entre el método Newton-Raphson, un Algoritmo Genético y un Algoritmo

Evolutivo tipo EDA de nombre EvoNorm, para estimar los parámetros del modelo obte-

niendo que en el caso, donde los datos no contienen un problema severo de colinealidad,

las estimaciones de los parámetros mediante las tres estrategias obtienen resultados muy

similares.

Por otro lado, utilizando datos donde se presentan problemas de colinealidad, se ajustó

el modelo de Cox y se realizó la comparación entre los métodos mencionados. Los resul-

tados obtenidos, muestran que el método de Newton-Raphson encuentra soluciones sub-

óptimas, con respecto a los modelos de búsqueda global, debido al problema de colinea-

lidad. Cabe mencionar que los mejores valores de optimización los encontró el algoritmo

EvoNorm, el cual supone que los parámetros se distribuyen de forma normal y genera para

la búsqueda del vector de parámetros óptimo, datos aleatorios con distribución normal

(apéndice II).

Mediante la revisión y el trabajo realizado, fue posible proponer algunas alternati-

vas para el problema de estimar soluciones subóptimas, dado que el método de Newton-

Raphson converge lentamente. Con respecto a esto, se propuso un método de optimización

hibrido basado en Newton-Raphson y EvoNorm, para optimizar la función de verosimili-
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tud parcial en presencia del problema de colinealidad (Gonzalez et al., 2009).

Considerando que el algoritmo evolutivo requiere la especi�cación del dominio o rango

en el cual se encuentra el valor de los parámetros a estimar, lo cual, para el modelo de

Cox es difícil de establecer, se propuso realizar intervalos de con�anza para los parámetros

estimados utilizando la matriz de información estimada mediante el método de Newton-

Raphson. Una vez obtenida tal información, se aplicó el algoritmo evolutivo, restringiendo

el o los parámetros que contengan intervalos de con�anza amplios debido a la varianza

grande, mediante per�les de verosimilitud.

En base al trabajo desarrollado, se concluyó que mediante el método propuesto, se

obtienen mejores valores de optimización que los obtenidos utilizando los métodos de

forma independiente. Notando que en uno de los casos, hay parámetros que van de positivo

a negativo debido al problema de colinealidad (para detalles ver apéndice II).

En la revisión anterior, observamos que existen trabajos con la utilización del modelo

de riesgo proporcional en diferentes aplicaciones, incluyendo métodos de obtención de

sus parámetros. Ahora, con respecto al efecto de la colinealidad en los modelos de riesgo

proporcional, se revisaron algunas investigaciones.

Con el �n de controlar la inestabilidad en la estimación de los parámetros β̂j, en

la regresión lineal y regresión logística, se ha utilizado el modelo de Regresión Ridge

como alternativa para la estimación de máxima verosimilitud en presencia de colinealidad.

Xue et al., en el 2007, propuso generalizar la Regresión Ridge y aplicarla al modelo de

riesgo proporcional de Cox. En la investigación, muestra el impacto que la colinealidad

tiene sobre éste modelo (lo también cual sucede en algunos otros modelos de interés).

Además, como ya se mencionó, propuso la formulación del modelo de Cox de manera lineal

(ver capitulo II, sección 2.1, ecuación 2.13), obteniendo el estimador lineal de mínimos

cuadrados:

β̂ = (D̂T D̂)−1D̂T Û , (3.1)
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y por consecuencia, el estimador del modelo de Regresión Ridge:

β̂R = (D̂T D̂ + kI)−1D̂T D̂β̂, (3.2)

donde k es una constante que requiere ser estimada y D̂TD es la matriz de información

estimada para el modelo de Cox.

Adicionalmente, Xue demostró que la colinealidad presentada en la matriz de diseño

X induce a estimaciones inestables de los efectos de las covariables, es decir los efectos

pueden ser enmascarados representando con esto un problema serio. Y a�rmó que, una

categorización de las variables puede reducir la correlación entre variables, sin embargo,

produce una pérdida de e�ciencia. Para probar el estimador, el autor realizó un análisis

de simulación, haciendo una comparación entre el método de verosimilitud penalizada

propuesto por Verweij y Van Houwelingen (1994) y el método propuesto.

Cabe destacar que el modelo presentado por Xue representa una de las alternativas

para eliminar el efecto de la colinealidad; sobre tales propuestas, se realizaron algunas

observaciones:

1. Reconstruir la matriz de covarianzas utilizando la distancia euclidiana, no es la mejor

opción para estimar éste escalar cuando existen problemas de colinealidad (Piña et

al., 2005), (Mela et al., 2002).

2. No proporcionar un método para estimar k en forma determinista, por lo que sus

estimaciones son sesgadas al depender estas de la varianza y los coe�cientes estima-

dos.

3. Su método solo está estructurado para la modelación de datos completos. Es decir,

no es capaz de modelar sistemas que presenten datos censurados y/o con repeti-

ciones.

Además de las observaciones anteriores, cabe mencionar que se pierde información
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importante en la construcción de la matriz de diseño D, considerando que D̂TD es la

matriz de información estimada.

Por otro lado, el estimador de Regresión Ridge no es una solución para el análisis

de dimensión de datos, es decir para la reducción de variables no signi�cativas en algún

modelo, en ese caso se utilizan otros métodos como el análisis factorial o componentes

principales, como es el caso de Li y Gui (2004) que presentaron la utilización de un análisis

de regresión parcial de Cox para la reducción dimensional de un micro-arreglo de expresión

genética, para pronosticar la sobrevivencia de pacientes futuros.

Inan y Tez (2008), consideran que la estimación realizada mediante el método de

máxima verosimilitud en el modelo de riesgo proporcional de Cox, generalmente produce

estimaciones con errores grandes cuando existen problemas de colinealidad. Consideran

que la estimación de Ridge tiene como ventaja la realización de estimaciones con un error

medio moderado. Sin embargo, no elimina totalmente el problema de colinealidad en la

matriz Hessiano, para lo cual proponen la aplicación del estimador propuesto por Liu

(2003).

Sohn et al. (2009), presentan la aplicación del algoritmo LASSO en el modelo de riesgo

proporcional de Cox. Detallan la utilización de tal algoritmo, aplicando el paso adicional

de eliminación. El método propuesto resuelve directamente el problema de convergencia en

el modelo penalizado de Cox con restricciones. Sin embargo, los métodos propuestos por

Park y Hastie (2007) y Goeman (2009), resuelven este mismo problema de optimización

sin utilización de restricciones, usando un multiplicador de Lagrange.

En conocimiento de los trabajos revisados referentes al efecto de la colinealidad sobre

la estimación de los parámetros del modelo, se propuso un modelo basado en componentes

principales para reducir los efectos de la dependencia lineal y obtener parámetros esti-

mados más estables (Gonzalez et al., 2010). Como diagnostico de colinealidad se utilizó

el número de condición obtenido de la matriz de información estimada. En la aplicación

mostrada, se utilizan solo dos componentes principales (de un total de tres) con los cuales
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se obtienen mejores resultados, es decir coe�cientes más estables; se redujo la varianza de

la estimación de los parámetros e incluso en algunos casos los coe�cientes cambiaron de

signo, lo cual afectó en el riesgo estimado (para detalles ver apéndice II).

Para aplicar la metodología propuesta es necesario medir los efectos de la colinealidad

en la estimación, para lo cual se revisaron algunos trabajos relacionados con el diagnostico

de colinealidad. Wax (1992) presentó un trabajo que contemplaba algunos diagnósticos de

colinealidad en la estimación del riesgo relativo. Utilizó algunas herramientas para probar

la magnitud y fuente de la colinealidad entre covariantes. En su investigación, muestró

como extender la utilización de herramientas como el índice de condición, descomposición

de la varianza y factores de in�ación, en métodos de verosimilitud y verosimilitud parcial.

Lesa�re y Marx (1993), mencionan que si la matriz de covarianzas (o de información

para el caso de modelos no lineales), está mal condicionada es recomendable distinguir

entre la colinealidad debida a las variables independientes y la colinealidad debida a la

dependencia entre los parámetros, a la cual nombran Colinealidad-ML; proponen utilizar

el número de condición estandarizado para diagnosticar el problema de colinealidad. En

el trabajo desarrollado se determinó que es posible distinguir la causa de la colinealidad

comparando los números de condición correspondientes, en particular, si Kx > 5, se

concluye que la colinealidad es debida a las variables independientes.

Weissfeld (1989), utilizó los índices de condición y descomposición de varianzas en

los modelos de riesgo proporcional de Cox, Exponencial, Weibull y Log-normal, en su

trabajo analizó el efecto de la colinealidad en los números de condición. Lee y Weissfeld

(1996) realizaron el análisis del modelo de Cox en presencia de censura y colinealidad

utilizando índices de condición escalados para covariables �jas y covariables dependientes

del tiempo. Mackinnon y Puterman (1989) mencionan que el diagnostico para el problema

de colinealidad en modelos lineales generalizados debe realizarse utilizando la matriz de

información. Godínez y Ramírez (2003) analizaron el efecto de la censura y la colinealidad

en modelos de regresión exponencial log-lineal, para lo cual utilizaron el índice de condición
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escalado y la descomposición de la varianza. Adicionalmente, Bonate (1999) presentó

un trabajo donde analiza el efecto de la correlación contenida en la matriz de diseño

sobre la habilidad para decidir cuales variables deben ser incluidas en la estructura del

modelo; considerando en su estudio modelos no lineales de efectos mixtos. Bonate utilizó

la descomposición de la varianza y el índice de condición de la matriz de información,

como diagnóstico de colinealidad.

Es evidente que la colinealidad representa un problema para la estimación de pará-

metros en los modelos de riesgo proporcional y por consecuencia en la probabilidad de

falla estimada. Por esta razón, la metodología desarrollada en la presente disertación está

orientada a reducir tales efectos con el �n obtener parámetros más estables, considerando

que estos parámetros son utilizados como insumo para la estimación de la probabilidad

de falla y la tasa de fallas; estimaciones empleadas en la aplicación de la Inspección Basa-

da en Riesgo. La metodología propuesta se muestra en el capítulo 5, incluyendo algunos

detalles en el apéndice I.



Capítulo 4

Marco Teórico

En el presente capítulo se mencionan las herramientas estadísticas necesarias para

la modelación y obtención de la probabilidad de falla incluyendo covariables así como,

el análisis de con�abilidad aplicado a tiempos de falla sin covariables y algunos temas

relevantes que se utilizarán en la disertación.

4.1. Con�abilidad

Aún cuando en la actualidad existe una amplia gama de literatura relacionada con el

término con�abilidad y las diferentes metodologías para su cuanti�cación, éste es quizá

uno de los conceptos más intuitivos en las diferentes ramas de la ingeniería.

La con�abilidad implica conceptos tanto cualitativos como cuantitativos. Sin embargo

el término más cercanamente relacionado con la con�abilidad es la calidad: una no es

concebible sin la otra y todo entendimiento cuantitativo de la calidad y la con�abilidad

está fundamentado en la probabilidad y la estadística.

Algunas posibles de�niciones de con�abilidad son:

1. La con�abilidad es la probabilidad de que un componente o sistema desempeñe su

función de diseño sin experimentar una falla, por un período de tiempo especí�co y

bajo condiciones especí�cas (Nahmias, 1999).

34
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2. La con�abilidad es un concepto de calidad basado en el tiempo. También es la

probabilidad de que un producto funcione en forma correcta durante un período

dado, en su aplicación prevista (Murthi, 2003).

3. Se puede de�nir como la capacidad de un producto de realizar su función de la

manera prevista. De otra forma, la con�abilidad se puede de�nir también como la

probabilidad de que un producto realizará su función prevista sin incidentes por un

período de tiempo especi�cado y bajo condiciones indicadas (Molinero, 2001).

Según autores como Dodson (1994) y Gertsbak (2000), un análisis de con�abilidad

se basa principalmente en los siguientes pasos, los cuales más adelante se explicarán a

detalle.

1. Información acerca del componente o sistema que se va a analizar (muestra de

tiempos de vida).

2. Pruebas de bondad de ajuste para determinar la distribución de los datos en caso

de que se ajusten a alguna distribución.

a) Paramétrica: Discreta o Continua.

b) No Paramétrica

3. Paramétrica: Estimación de los parámetros de la distribución que representa ade-

cuadamente el comportamiento de los datos.

4. No Paramétrica: Utilización de modelos no paramétricos.

5. Estimación de los indicadores de con�abilidad

4.1.1. Recolección de Datos (muestreo)

La recolección de datos es una parte importante de cualquier proyecto, debido a que la

exactitud de cualquier predicción que se realice, dependerá directamente de la calidad y la
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precisión de los datos recolectados. En con�abilidad la muestra puede representar datos

de vida o datos de tiempo a falla del sistema o componente del cual se quiere realizar

alguna predicción o estimación.

En pruebas de vida de componentes, cuando una muestra de n componentes se pone

a prueba, es difícil obtener n observaciones, porque algunos de los componentes en la

muestra pueden no fallar durante el período que dure la prueba; o bien esta puede, por

alguna razón, detenerse antes de que todas las unidades lleguen a fallar.

Bajo estas circunstancias, cuando se desea realizar un análisis en una etapa intermedia

(antes de que se termine la prueba), se obtendrán datos incompletos o censurados. Los

datos censurados pueden clasi�carse en tres tipos: censurado simple Tipo I, censurado

simple Tipo II y censurados por intervalo. Es necesario entender que tipo de datos se

tienen para analizarlos correctamente.

• Censurados por tiempo, Tipo I

Generalmente hay restricciones sobre la duración de las pruebas de vida u otros estu-

dios de con�abilidad y, como un resultado, los datos deben analizarse antes de que todas

las unidades fallen. Remover las unidades sin falla de la prueba en un tiempo preestable-

cido es conocido como censurado por tiempo o censurado Tipo I. Las unidades pueden

probarse simultáneamente o en secuencia (a causa de un número limitado de posiciones

de prueba).

• Censurados por falla, Tipo II

Una prueba de vida que es concluida después de un número especí�co de fallas, re-

sulta en censurado por falla, también conocido como censurado Tipo II. Aunque las

propiedades estadísticas de los estimados de datos censurados por falla son más sim-

ples que las propiedades correspondientes de datos censurados por tiempo, las pruebas

censuradas por falla son menos comunes en la práctica.
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• Censurados por intervalo

En muchas pruebas de vida, las fallas son descubiertas únicamente en los instantes

de la inspección. Observaciones censuradas por intervalo consisten de límites superior

e inferior sobre un tiempo de falla. Tales datos son también conocidos como datos por

inspección, datos agrupados o datos recuperados. Si una unidad ha fallado en su primera

inspección, ésta es la misma que una observación censurada a la izquierda. Si una unidad

no falla en el momento de la última inspección, ésta se censura a la derecha, el límite

superior del intervalo es in�nito (Frisco, 1998).

Es importante hacer notar que, si se supone razonable que las unidades fabricadas

(sobre el período de tiempo en cuestión) provienen del mismo proceso, los datos pueden

mezclarse y analizarse para hacer inferencias acerca de este proceso. Sin embargo, un

proceso o diseño del producto cambian con frecuencia a través del tiempo y mezclar tales

datos puede conducir a conclusiones incorrectas. El tipo de datos que contenga la muestra,

afecta el proceso de estimación, por lo tanto es de importancia clasi�car correctamente los

datos de acuerdo a su tipo: agrupados, no agrupados, etcétera. En la �gura 4.1 se observa

de manera general el tipo de datos posibles a obtener en una muestra.

Figura 4.1: Tipos de Datos
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4.1.2. Pruebas de Bondad de Ajuste

En el marco formal de las pruebas de hipótesis, la hipótesis nula H0 es referida a

que una variable aleatoria, x, dada que sigue una distribución de probabilidad F (x) (por

ejemplo la distribución Weibull); la variable aleatoria puede provenir de un proceso el cual

está sujeto a investigación. La prueba de bondad de ajuste aplicada a la prueba H0 está

basada en la medida de discrepancia de la muestra de datos con respecto a la distribución

de prueba. Las pruebas de bondad de ajuste generalmente determinan pruebas estadísticas

formales y las medidas de consistencia de los estadísticos de prueba.

La hipótesis nula H0, puede ser una hipótesis simple, si F (x) está completamente

especi�cada, por ejemplo, la distribución Log-Normal con µ = 100 y σ = 10; H0 puede

ser una especi�cación incompleta cuando asegura que F (x) es una distribución Normal

con parámetros µ y σ.

La prueba de bondad de ajuste compara la distribución de frecuencias observadas o

empírica Fn, con una distribución especí�ca. El procedimiento implica el cálculo de una

distribución esperada F0 de la muestra estudiada. El propósito de la prueba es averiguar

si existen diferencias estadísticamente signi�cativas entre la distribución observada Fn y

la distribución esperada F0 (D'Agostino y Stephens, 1986).

Existen algunos procedimientos para realizar pruebas de bondad de ajuste, entre las

más conocidas destacan la prueba basada en la distribución Chi-cuadrada (χ2), la prueba

de Kolgomorov-Smirnov (K−S), la prueba Cramér-von Mises (ω2
n) y la prueba Anderson-

Darling (A2
n o AD).

La prueba Chi-cuadrada (χ2) es de valor limitado cuando se trabaja con la distribución

Weibull, además la prueba no puede ser aplicada cuando se tienen tamaños de muestra

n < 25. La potencia de la prueba es igual a la de la prueba Kolgomorov-Smirnov (K−S),

y menor que las pruebas Cramér-von Mises (ω2
n) y Anderson-Darling (A2

n o AD) (Dodson,

1994).

Dado esto, las pruebas Cramér-von Mises (ω2
n) y Anderson-Darling (A2

n), son mas
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potentes y por lo tanto son más recomendables. Estas pruebas tienen una relación estrecha.

El estadístico Cramér-von Mises esta dado por:

ω2
n = n

∫ 1

0

{Fn(t)− F0}2ψ(t)dt (4.1)

Este estadístico es usado para probar la hipótesis H0 = Fn(t) = F0. Si ψ(t) = 1,

ω2
n estima el estadístico Cramér-von Mises, y si ψ(t) = {F0 (1− F0)}−1, se estima el

estadístico Anderson-Darling. Es común utilizar la prueba Anderson-Darling (A2
n) debido

a su potencia.

• Prueba Anderson-Darling

La prueba del Anderson-Darling es una modi�cación de la prueba Kolmogorov-Smirnov

(K−S). La principal diferencia radica en que la prueba K−S es de distribución libre en

el sentido que los valores críticos no dependen de la distribución especí�ca que es probada

(Stephens, 1974). Por otro lado, la prueba de Anderson-Darling hace uso de una distribu-

ción especí�ca para calcular valores críticos. Esto tiene la ventaja de permitir una prueba

más sensible y la desventaja de que los valores críticos se deben calcular para cada dis-

tribución (Dodson, 1994), (Frisco, 1998). Dado que en este caso, se utilizará el estadístico

para datos de tiempo de vida, los cuales pueden contener tiempos de falla completos y

censurados, se incluye la estimación del estadístico para ambos casos.

1. Estadístico A2
n para tiempos de falla completos

Sean x1, x2, ..., xn observaciones independientes de la variable aleatoria X, con fun-

ción de distribución continua G(x). Si se desea probar la hipótesis H0 : G(x) =

G0(x), donde G0(x) es una función distribución completamente especi�cada, en-

tonces la hipótesis nula es equivalente a probar que las observaciones t1, t2, ..., tn,

donde ti = G0(x), provienen de una distribución uniforme (0, 1). Si denotamos con

F (t) la función de distribución de T = G0(X), y Fn(t) la función de distribución
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de la muestra (es decir, la proporción de observaciones menores que t), entonces el

estadístico Anderson-Darling será (D'Agostino y Stephens, 1986):

A2
n = n

1∫
0

{Fn(t)− t}2 {t(1− t)}−1dt (4.2)

La fórmula para el estadístico A2
n determina si los datos {x1 < ... < xn} provienen

de una distribución con función acumulada continua G(x).

A2
n = −n− S, (4.3)

donde:

S =
n∑
i=1

2i− 1

n
[lnF (xi) + ln(1− F (xn+1−i))] (4.4)

El estadístico se puede entonces comparar contra las distribuciones del estadístico

de prueba para aceptar o rechazar la hipótesis H0 = Fn(t) = F0.

2. Estadístico pA2
n,f con tiempos de falla censurados

En esta sección se muestra la modi�cación del estadísticoA2
n utilizado para realizar

la prueba de bondad de ajuste de una cierta proporción de la muestra aleatoria,

es decir, la muestra puede contener datos censurados. En particular la distribución

asintótica es dada por (Petit y Stephens 1975):

q,pA
2
n = n

p∫
q

{Fn(t)− t}2

t(1− t)
dt, (4.5)

para valores de p y q; 0 ≤ q < p ≤ 1. Si q = 0, entonces q,pA
2
n es denotada por pA

2
n

y es igual a pA
2.

Para muestras pequeñas es posible encontrar expresiones para el estadístico involu-

crando las observaciones t1, t2, ..., tn explícitamente. Si t(1) < t(2) < ... < t(R) ≤
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p < t(R+1) < ...t(n), donde R observaciones son menores que p y t(R+1) < ...t(n) son

censuradas, entonces:

pA
2
n =

R∑
i=1

{(2i− 1)/n}
{

log(1− t(i))− log(t(i))
}
− 2

R∑
i=1

log(1− t(i))

+n
{

2R
n
−
(
R
n

)2 − 1
}

log(1− p) + R2

n
log(p)− pn,

(4.6)

donde:

R : Número de tiempos de falla completos.

p = R/n: Proporción de censura.

t(i) = F (ti): La función de probabilidad acumulada de prueba evaluada en ti.

Es conveniente mencionar que en el caso de existir datos censurados en la muestra,

es difícil conocer la distribución exacta del estadístico pA
2
n y por consecuencia es

complicado calcular un valor de probabilidad.

Dado esto, para realizar la prueba de hipótesis H0 : G(x) = G0(x), donde G0(x) es

la función distribución especi�cada, se consideran los puntos porcentuales estimados

por Pettitt y Stephens (1975), D'Agostino y Stephens (1986). Entonces para rechazar

la hipótesis, se compara el estadístico pA
2
n estimado mediante la ecuación (4.6) con

el punto porcentual de Tablas 2A
2
r,n; donde para rechazar H0 : G(x) = G0(x) se debe

cumplir pA2
n ≥2 A

2
r,n. De otro modo, si pA2

n <2 A
2
r,n, entonces la muestra de tiempos

de falla sigue la distribución de prueba G0(x).

4.1.3. Distribución de Probabilidad Paramétrica

La distribución de probabilidad F (x) modela los resultados obtenidos de un expe-

rimento aleatorio. Por ejemplo, para un número dado x, la probabilidad P (X ≤ x) es

F (x) = (X ≤ x). A F (x) se le denomina la función de probabilidad acumulada de la

variable aleatoria x y representa la probabilidad de que la variable no exceda el valor x.

La distribución de probabilidad depende de la naturaleza de los datos que contenga la
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muestra, esta puede ser una distribución de variable aleatoria discreta o distribución de

variable aleatoria continua (Dodson y Nolan, 1999).

Debido a que en con�abilidad la muestra está conformada por tiempos de falla del

componente en cuestión, los datos obtenidos serán variables aleatorias continuas. Cabe

destacar, que la variable aleatoria t es continua en el intervalo [0,∞], es decir t ≥ 0,

debido a la característica principal del tiempo. Por esta razón, los modelos comúnmente

utilizados para representar este tipo de datos son el Exponencial, Weibull, Log-Normal y

Gamma. Estos modelos se presentan a continuación.

• Distribución Weibull

La distribución Weibull fue desarrollada por Waloddi Weibull en 1937 y publicada en

1951 en el artículo �A Statistical Distribution Function of Wide Applicability� mostrando

el amplio rango de aplicabilidad de la distribución. Se demostró además la versatilidad de

la distribución para ser usada con muestras pequeñas y su �exibilidad para ser ajustada a

una gran variedad de conjuntos de datos. Dadas sus características, la distribución Weibull

ha sido ampliamente usada especialmente en el campo de la con�abilidad.

Además de ser la función de densidad más útil para los cálculos de con�abilidad, el

análisis de la distribución de Weibull proporciona la información necesaria para la solución

de problemas, clasi�cación del tipo de fallas, programación de planes de mantenimiento

y determinación de frecuencias de inspección (Abernethy, 2008). La función de densidad

de probabilidad Weibull se de�ne como:

f(t) =
β

η

(
t

η

)β−1

e−( tη )
β

(4.7)

Donde:

β : Es el parámetro de forma.

η : Es el parámetro de escala (vida característica).

El parámetro de forma β es continuo y positivo; el parámetro de escala η puede tomar

valores discretos como por ejemplo ciclos; sin embargo esto es aceptable solo si la magnitud
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de los datos es su�cientemente grande. El dominio para estas variables es: 0 < β < ∞ y

0 < η <∞. Típicamente, el parámetro β toma valores entre 0.5 y 8. Para la distribución

Weibull de dos parámetros, η es conocida como la vida característica del componente en

cuestión.

1. Áreas de aplicación

Considerando diferentes valores del parámetro β, la función de densidad Weibull

toma distintas formas, como se muestra en la �gura 4.2.

Figura 4.2: Función de Densidad Weibull

La función de distribución Weibull puede ser usada en una amplia variedad de

situaciones dependiendo del valor de β, con lo cual puede ser aproximada con algunas

otras distribuciones (Gertsbakh, 2000). Por ejemplo si:

β = 1 : La distribución Weibull es idéntica a la distribución exponencial.

β = 2 : La distribución Weibull es idéntica a la distribución Rayleigh.

β = 2.5 : La distribución Weibull se aproxima a la distribución Log-Normal (Estas

distribuciones son muy aproximadas si el tamaño de muestra es mayor que 50).
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β = 3.6 : La distribución Weibull se aproxima a la distribución Normal.

β = 5 : La distribución Weibull se aproxima a un tipo de distribución Normal.

A pesar de su �exibilidad, existen algunas fallas observadas que no pueden ser mode-

ladas por la distribución Weibull, por ejemplo se ha comprobado que para modelar

el tiempo que toma una reacción química en ocurrir se modela mejor mediante una

distribución Log-Normal.

2. Vida Media y Varianza

La media o valor esperado (MTTF) de la distribución Weibull es:

µ = η · Γ
(

1 +
1

β

)
(4.8)

donde:

Γ(n) : Es la función Gamma de Euler:

Γ(n) =

∞∫
0

e−xx(n−1)dx (4.9)

Cuando β < 1, la media es mayor que η y se aproxima a in�nito mientras que β

tiende a cero. Cuando β = 1, la media es igual a η y decrece conforme β excede a

1. La varianza de la distribución Weibull es:

σ2 = η2

[
Γ

(
1 +

2

β

)
− Γ2

(
1 +

1

β

)]
(4.10)

La varianza en (4.10) de la distribución Weibull se aproxima a in�nito cuando β se

aproxima a cero y se aproxima a cero cuando β se aproxima a in�nito. En general

el k-ésimo momento de la distribución Weibull con respecto al origen está dado por

la ecuación (4.11):

µ′k = ηk · Γ
(
k

β
+ 1

)
(4.11)
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3. Función de con�abilidad y tasa de fallas

La función de con�abilidad Weibull describe la probabilidad de sobrevivencia en

función del tiempo y se representa por (4.12):

R(t) =

∞∫
t

β(t)β−1

ηβ
exp

[
−
(
t

η

)β]
dx = exp

[
−
(
t

η

)β]
(4.12)

La función de con�abilidad (o sobrevivencia) es el complemento de la función de

probabilidad acumulada F (t):

F (t) = 1− exp

[
−
(
t

η

)β]
(4.13)

Figura 4.3: Función de Con�abilidad Weibull

La �gura 4.3 ilustra el efecto del parámetro β sobre la función con�abilidad. Para

el caso de β < 1, la tasa de cambio en la con�abilidad al inicio decrece bruscamente

y después se estabiliza. Este es el resultado de fallas por mortalidad infantil. Para

el caso de β = 1, la tasa de cambio en con�abilidad gradualmente decrece; como

resultado de una tasa de fallas constante. Para el caso de β > 1, la tasa de cambio
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en con�abilidad al inicio decrece lentamente y después decrece bruscamente cuando

se va alcanzando la vida característica.

4. La curva de la bañera

La función de tasa de fallas es obtenida mediante la división de la función de pro-

babilidad Weibull (4.7) dividida por la función de con�abilidad (4.12):

λ(t) =
f(t)

R(t)
(4.14)

Esta función conocida también como función de tasa de falla instantánea, es usada

para representar la curva de la bañera mostrada en la �gura 4.4, en la cual se obser-

van tres situaciones correspondientes a un tipo de falla especí�co. La primera parte

se caracteriza por una tasa de falla decreciente (β < 1). Un sistema o componente

con una función de tasa de fallas decreciente presenta fallas tempranas, las cuales

son fallas prematuras causadas por materiales defectuosos, materiales inadecuados,

manufactura pobre o falla en inspección.

Figura 4.4: Curva de la Bañera

La segunda sección de la curva se caracteriza por una tasa de falla constante (β = 1).

Las fallas ocurren a una tasa constante, es decir son independientes del tiempo, esto
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es conocido como la propiedad de falta de memoria.

La tercera sección se caracteriza por una tasa de falla creciente (β > 1). Esto

representa a los componentes que presentan desgaste por la edad. El componente

con mayor edad es el más probable de fallar (Dodson, 1994).

La primera parte está representada por una distribución Weibull de parámetro de

forma β < 1, la sección media está representada por una distribución Weibull de

parámetro β = 1 y la tercera sección se representa mediante una distribución Weibull

de parámetro de forma β > 1.

• Distribución Exponencial

La distribución exponencial es una distribución continua relacionada con la distribu-

ción de probabilidad discreta Poisson. Si el número de fallas por unidad de tiempo sigue

una distribución Poisson, entonces el tiempo medio entre fallas (MTBF) sigue una dis-

tribución exponencial. Además, como ya se mencionó, la distribución exponencial tiene

una función de tasa de fallas constante.

La distribución exponencial, es una distribución de un solo parámetro, expresado en

términos de su media β, o el inverso de su media λ = 1/β. La función de densidad

exponencial en términos del parámetro λ es:

f(t) = λe−λt (4.15)

donde:

1
λ

: La media de la distribución.

La función de con�abilidad exponencial está dada por:

R(t) = e−λt, t ≥ 0 (4.16)

Además, la función de tasa de fallas es:

λ(t) =
f(t)

R(t)
(4.17)
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La función de tasa de fallas exponencial es constante, ésta tasa de falla es única

de la distribución exponencial y es debido a la propiedad de falta de memoria de la

distribución. �Falta de Memoria� signi�ca que la probabilidad de falla en un intervalo de

tiempo especí�co es la misma que al inicio del intervalo (Dodson y Nolan, 1999). La media

y la varianza de la función de distribución exponencial son:

µ = β =
1

λ
(4.18)

σ2 = β2 =
1

λ2
(4.19)

• Distribución Log-Normal

Las Distribuciones Log-Normal y Normal están relacionadas a través de la función

logaritmo. Si tes una variable aleatoria con distribución Log-Normal, entonces y = ln(t) es

una variable aleatoria con distribución Normal. La función de densidad de la distribución

Log-Normal es:

f(t) =
1

σt
√

2π
exp

[
−1

2

(
ln t− µ

σ

)2
]
, t > 0 (4.20)

Los parámetros de la distribución Log-Normal son µ, que es un parámetro de localiza-

ción y σ que es un parámetro de escala (algunas veces se le nombra parámetro de forma).

El parámetro de localización puede estimarse de la expresión (4.21):

µ̂ =

n∑
i=1

ti

n
, (4.21)

donde n es el tamaño de la muestra. El parámetro de escala es estimado mediante la

expresión:

σ =

√√√√√n
n∑
i=1

ln t2i −
(

n∑
i=1

ln ti

)2

n(n− 1)
(4.22)

La media de la función de distribución Log-Normal esta dada por:

E[t] = exp

[
µ+

σ2

2

]
= Q50 exp

[
σ2

2

]
(4.23)
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La varianza de la función de distribución Log-Normal se representa:

V [t] = exp
[
2µ+ 2σ2

]
= Q50 exp

[
σ2

2

] (
exp

[
σ2
]
− 1
)
, (4.24)

donde Q50 representa la mediana de la distribución. La función de con�abilidad Log-

Normal esta dada por:

R(t) = 1− Φ

(
ln t− µ

σ

)
, t > 0 (4.25)

La función de tasa de fallas para la distribución Log-Normal es:

λ(t) =
f(t)

R(t)
=

φ
(

ln t−µ
σ

)
tσ
[
1− Φ

(
ln t−µ
σ

)] , t > 0 (4.26)

La función de tasa de fallas es creciente al inicio, después decrece y se aproxima a cero.

Para valores grandes de σ (σ > 1.5), la función de tasa de fallas decrece rápidamente.

• Distribución Gamma

La Distribución Gamma es una distribución continua que describe variables aleatorias

que están limitadas a un extremo. La distribución Gamma es comúnmente usada para

modelar el tiempo de vida de sistemas. Si un evento ocurre después de que n eventos

exponencialmente distribuidos ocurren secuencialmente, la variable aleatoria resultante

sigue una distribución Gamma. Matemáticamente, si yn = t1 +t2 +t3 + ...+tn y t1, t2, ..., tn

están distribuidos exponencialmente con tasas de falla idénticas, entonces yn sigue una

distribución Gamma. Algunos ejemplos:

El tiempo a la falla de un sistema formado por n componentes independientes,

con n − 1 componentes en espera; en este caso, el sistema falla, si fallan los n

componentes.

El tiempo entre acciones de mantenimiento para un sistema que requiere ser repara-

do después de un número de�nido de usos.
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La función de densidad de la distribución Gamma es:

f(t) =
λn

Γ (η)
t(η−1)e−λt, t ≥ 0, η ≥ 0, λ ≥ 0 (4.27)

Donde:

η : Es el parámetro de forma.

λ : Es el parámetro de escala.

Γ(n) : Es la función Gamma dada en (4.9).

La media de la distribución Gamma esta dada por:

E [t] =
η

λ
(4.28)

La varianza de la distribución Gamma es:

V [t] =
η

λ2
(4.29)

Los parámetros de la distribución Gamma pueden ser estimados mediante las expre-

siones:

λ̂ =
x̄

s2
(4.30)

η̂ = λ̂x̄ (4.31)

donde:

s2 = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 : Es la varianza de la muestra.

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi : Es el promedio de la muestra.

Estas ecuaciones están basadas en el método de igualdad de momentos. Las estima-

ciones por otro método de nombre máxima verosimilitud tienen propiedades distribu-

cionales deseables. Este método se mostrará en un apartado posterior.

La función de probabilidad Gamma es muy versátil, cuando η = 1, la distribución

Gamma se reduce a la distribución exponencial. Cuando η es un entero positivo, es una

distribución erlang (distribución utilizada en teoría de colas). En el caso de η=2, la dis-

tribución Gamma se reduce a la distribución Chi-cuadrada con ν = 2η grados de libertad.
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Además, la distribución Gamma se aproxima a la distribución Normal cuando η es su�-

cientemente grande.

La función de con�abilidad Gamma no existe en forma cerrada, a menos que el

parámetro η sea restringido a valores enteros. Para este caso en especial la función de

con�abilidad Gamma será:

R(t) =

η−1∑
k=0

(λt)k e−λt

k!
, t ≥ 0 (4.32)

La función de tasa de fallas de la distribución Gamma no existe en forma cerrada, a

menos que el parámetro η sea restringido a valores enteros (Zacks, 1992). Para este caso

en especial la función de tasa de fallas será:

h(t) =

λn

Γ(η)
t(η−1)e−λt

η−1∑
k=0

(λt)ke−λt

k!

, t ≥ 0 (4.33)

Una opción para la función acumulada de probabilidad Gamma es la función Gamma

regularizada:

F (t; η, λ) =
Γ(η, λ/t)

Γ(η)
, (4.34)

donde el numerador es la función Gamma incompleta por arriba Γ(η, λ/t) =
∫∞
λ/t
tη−1e−tdt

y el denominador es la función Gamma dada por la ecuación (4.9).

4.1.4. Estimación de Parámetros

Una vez que se determina la función de probabilidad que mejor representa el compor-

tamiento de los datos, se procede a estimar los parámetros de la distribución basados en

la muestra aleatoria. Algunos métodos utilizados para determinar los parámetros de la

distribución son:

• Mínimos Cuadrados

• Igualdad de Momentos
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• Máxima Verosimilitud

De los métodos antes mencionados, el más utilizado en con�abilidad es el método de

máxima verosimilitud debido a la existencia de censura en la muestra y sus propiedades

asintóticas con respecto a la distribución Normal. En general, algunas propiedades de los

estimadores de Máxima Verosimilitud:

• Son consistentes

• Son invariantes frente a transformaciones uno a uno, es decir, si θ̂ es el estimador

máximo verosímil de θ y g(θ̄) es una función uno a uno de θ̄, entonces g(θ̂) es el

estimador máximo verosímil de g(θ).

• Son asintóticamente normales.

• Son asintóticamente e�cientes, es decir, entre todos los estimadores consistentes de

un parámetro θ, los de máxima verosimilitud son los de varianza mínima.

Suponga que Y1, ..., Yn son n variables aleatorias independientes, con funciones de

densidad fi(yi; θ) dependientes del vector de parámetros θ. La función conjunta de las n

observaciones independientes y = (y1, ...yn)T es (Rodríguez, 2001):

f(y, θ) =
n∏
i=1

fi(yi; θ) = L(θ; y) (4.35)

Esta expresión vista como una función de parámetros desconocidos θ, dados los datos y,

es llamada la función de verosimilitud. Generalmente, se trabaja con el logaritmo natural

(denotado por log) de la función de verosimilitud a lo cual se le llama función de log-

verosimilitud.

logL(θ; y) =
n∑
i=1

log fi(yi; θ) (4.36)

Por otro lado, cuando se tiene datos censurados en la muestra, la función de verosimi-

litud se construye de una forma muy similar a (4.36) utilizando adicionalmente la función

de con�abilidad R(t) como sigue.



CAPÍTULO 4. MARCO TEÓRICO 53

Sea T una variable aleatoria que representa el tiempo hasta que el evento Ti (posi-

blemente censurado) represente la falla de la i − ésima observación e Yi denota la falla

observada o tiempo censurado mı́n(Ti, Ci), donde Ci representa el tiempo censurado. Si

Yi es no censurado, la observación i contribuye a la ecuación de verosimilitud igual que a

la función de densidad para T evaluada en Yi, f(Yi). Si Yi representa un tiempo censura-

do tal que Ti = Y +
i , solo se conoce que Ti excede a Yi. La contribución a la función de

verosimilitud es la probabilidad de que Ti > Ci (igual a P {Ti > Yi}). Esta probabilidad

se conoce como R(Yi). La verosimilitud conjunta sobre todas las observaciones i = 1, ..., n

es:

L(θ; y) =
n∏

i:Yi no censurado

fi(Yi; θ)
n∏

i:Yi censurado

Ri(Yi; θ) (4.37)

En la ecuación (4.37), se observa que existe un componente adicional en la función de

verosimilitud L(θ; y): la distribución de los tiempos de falla censurados.

Como se supone que los tiempos censurados son �no informativos�, entonces son in-

dependientes del riesgo del evento en cuestión. Esta independencia implica que el com-

ponente de la función de verosimilitud correspondiente a la distribución de los datos

censurados, simplemente multiplica a L(θ; y) y que la distribución de los datos censura-

dos contiene poca información acerca de la distribución de con�abilidad (o sobrevivencia)

(Harrell, 2001).

Adicionalmente, la función de distribución de los datos censurados, puede ser difícil de

especi�car, por esta razón se puede maximizar L(θ; y) en forma independiente para estimar

los parámetros de R(t), e ignorar la distribución de los datos censurados. Considerando

que λ(t) = f(t)/R(t), entonces f(t) = λ(t) · R(t) y como la función de tasa de riesgo

acumulado es Λ(t) = − logR(t), la función de log-verosimilitud puede ser escrita como

sigue:

logL(θ; y) =
n∑

i:Yi no censurado

log λ(Yi; θ)−
n∑
i=1

Λ(Yi; θ) (4.38)
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Una vez estructurada la función L(θ; y) o logL(θ; y) ambas pueden ser utilizadas para

la estimación del vector de parámetros θ. La diferencia principal radica en que los datos

censurados contribuyen con menos información a la inferencia estadística comparados con

los datos de tiempos de falla completos.

Una forma de estimar el vector de parámetros θ dados los datos y, es maximizan-

do la función de verosimilitud (o de forma equivalente la función de log-verosimilitud),

escogiendo el vector de parámetros que hacen los datos observados lo más verosímiles

posible.

Formalmente se de�ne el estimador de máxima verosimilitud (MLE), como el valor θ̂:

logL(θ̂; y) ≥ logL(θ; y) para todo θ. (4.39)

La primera derivada de la función de log-verosimilitud es llamada función de cali�-

cación de Fisher (Fisher's score function), y se denota por:

u(θ) =
∂ logL(θ; y)

∂θ
(4.40)

Si la función de log-verosimilitud es cóncava, se puede encontrar el estimador de máxi-

ma verosimilitud igualando la segunda derivada a cero u(θ̂) = 0. La función de cali�cación

es un vector aleatorio con algunas propiedades estadísticas interesantes. En particular, la

función evaluada en los valores verdaderos de θ, tiene media cero E[u(θ)] = 0 con matriz

de varianzas y co-varianzas dada por la matriz de información:

var[u(θ)] = E[u(θ)u′(θ)] = I(θ) (4.41)

Bajo condiciones regulares, la matriz de información puede ser obtenida como menos

el valor esperado de las segundas derivadas de la función de log-verosimilitud (Pham,

2006):

I(θ) = −E
[
∂2 logL(θ)

∂θ∂θ′

]
(4.42)
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La matriz observada de las segundas derivadas negativas, es llamada la matriz de

información observada.

Por otro lado, bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador de máxima vero-

similitud θ̂ para muestras grandes, sigue aproximadamente una distribución Normal con

media igual al parámetro verdadero y matriz de varianzas y co-varianzas dada por el

inverso de la matriz de información, esto es:

θ̂ ∼ Np(θ, I
−1(θ)) (4.43)

Las condiciones de regularidad incluyen lo siguiente: el valor del parámetro verdadero

θ debe estar contenido en el espacio de parámetros, la función de log-verosimilitud deberá

ser tres veces diferenciable y las terceras derivadas deben ser limitadas.

Estos resultados proveen las bases para construir pruebas de hipótesis e intervalos de

con�anza. Por ejemplo, bajo la hipótesis H0 : θ = θ0 para algún valor �jo de θ0, la forma

cuadrática es:

W = (θ̂ − θ0)Tvar−1(θ̂)(θ̂ − θ0), (4.44)

para muestras grandes sigue aproximadamente una distribución χ2 con p grados de li-

bertad. Estos resultados pueden ser extendidos para cualquier combinación lineal de θ,

incluyendo sub-conjuntos de elementos de θ.

Cuando el subconjunto contiene solo un elemento usualmente se toma la raíz cuadrada

del estadístico de Wald, como un estadístico z, (Hauck, 1977):

z =
θ̂j√
var(θ̂j)

(4.45)

Estos resultados pueden ser modi�cados sustituyendo la matriz de varianzas y covar-

ianzas del estimador de máxima verosimilitud con el inverso de la matriz de información

observada:

vâr(θ̂) = I−1(θ̂) (4.46)
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4.1.5. Weibayes

Especí�camente para el modelo Weibull, existe un método de estimación de parámetros

basado en el método de máxima verosimilitud, utilizado principalmente cuando no se

cuenta con tiempos de falla, es decir solo se tienen datos censurados.

Weibayes es de�nido como un análisis Weibull dado el parámetro de forma β, es como

un modelo Weibull de un parámetro. Fue desarrollado por Abernethy en Pratt & Whitney

Aircraft en los años 70's, para resolver problemas cuando el análisis tradicional Weibull

tiene alta incertidumbre o no puede ser usada porque no hay tiempos de falla.

Weibayes ofrece incrementos signi�cativos en precisión comparado con Weibull de

muestras pequeñas. Por lo tanto, Weibayes es la �mejor practica� para muestras pequeñas

o cero tiempos de falla, si se cuenta con una estimación razonable del parámetro de forma

(Abernethy, 2008).

En un análisis Weibayes el parámetro de forma se asume de datos históricos, del API,

por experiencia previa en planta o por conocimiento a cerca de la física de las fallas

(literatura). Con una β dada, el parámetro de escala η puede ser calculado en los casos

cuando existan o no tiempos de falla.

• Weibayes con tiempos de falla

Si r fallas han ocurrido y se usa Weibayes; η̂ es el estimador de máxima verosimilitud

del parámetro verdadero de η.

L(θ;xi) =
n∏
i=1

f(x) ·
k∏
j=1

R(x) (4.47)

Si f(x) representa es una función de densidad Weibull dada por la función (4.7) y la

función de con�abilidad (4.12), entonces la función de verosimilitud estará representada

por:

L(t; β, η) =
r∏
i=1

β

η

(
ti
η

)β−1

e−( tiη )
β

·
k∏
j=1

e−( tiη )
β

(4.48)
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El estimador de máxima verosimilitud (MLE por sus siglas en inglés) para el logaritmo

de la función (4.48) será:

n∑
i=1

tβi log(ti)

n∑
i=1

tβi

− 1

r

n∑
i=1

log (ti)−
1

β̂
= 0 (4.49)

donde:

r= Número de fallas.

n= Número de observaciones censuradas o no censuradas.

ti = Tiempo observado.

El valor de β̂ es encontrado mediante un proceso iterativo, una vez estimado el valor

de β̂, el parámetro de escala es:

η̂ =

[
n∑
i=1

tβ̂i
r

] 1

β̂

(4.50)

• Weibayes sin tiempos de falla

Cuando ninguna falla ha ocurrido en un conjunto de n unidades, es decir con tiempo de

falla censurados t1, t2, ..., tn y las unidades son susceptibles a un modo de falla Weibull con

β conocida y η desconocida, entonces un intervalo de con�anza conservativo 100(1−α) %

es:

ηβ ≥

n∑
i=1

tβi

− ln(α)
⇒ η ≥


n∑
i=1

tβi

− ln(α)


1
β

(4.51)

Conservativo signi�ca que el nivel del intervalo de con�anza verdadero es desconocido,

pero es al menos 100(1−α) %. Asumiendo r = 1, Weibayes provee un 63.2%, sin embargo

puede ser usado a cualquier nivel de con�anza. Esto es,− ln(α) = 1, α = e−1 = 0.368,

por lo tanto 100(1− 0.368) % = 63.2 % intervalo inferior de con�anza para η (Abernethy,

2008). Por otro lado, Nelson (1985) propone algunos métodos para determinar intervalos

de con�anza para Weibayes cuando existen tiempos de falla.
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• Corrección por sesgo para el modelo Weibull

Cuando se utiliza el método de máxima verosimilitud para muestras pequeñas el valor

estimado de los parámetros del modelo es sesgado, en este caso para tamaños de muestra

medianos o pequeños (de 1 a 100), una posible opción es utilizar la corrección MLE-RBA

(por las siglas en inglés de Reduced Bias Adjustment).

Investigaciones recientes realizadas por Barringer (Abernethy, 2008) muestran empíri-

camente que el factor RBA para el parámetro β es la corrección C4 utilizada en control

estadístico del proceso. Esto es, si multiplicamos β̂ MLE por C3.520
4 , se elimina el sesgo

mediano:

βinsesgado = β̂ · C3.520
4 y ηinsesgado = η̂ · C−0.217

4 (4.52)

donde

C4 =

√
2

n− 1

Γ
(
n
2

)
Γ
(
n−1

2

) (4.53)

n =Número de fallas sin incluir datos censurados.

• Distribución de probabilidad no-paramétrica

Como ya se mencionó, la muestra obtenida del experimento aleatorio es sometida a

una prueba de bondad de ajuste para determinar la distribución que mejor representa el

comportamiento de la variable aleatoria. En ocasiones, el comportamiento de los datos

no puede representado mediante una función con parámetros conocidos, en estos casos se

utilizan modelos no-paramétricos para estimar la con�abilidad del sistema en cuestión,

estos modelos se basan en el comportamiento real de la variable aleatoria. Los métodos no

paramétricos, no suponen el conocimiento de ninguna distribución, por lo tanto, también

se les llama métodos de distribución libre.

La mayoría de los métodos no paramétricos implican el análisis del rango de los datos,

por lo que no se utilizan los valores de la muestra. Cuando existen problemas de divergencia

los métodos no paramétricos son más e�cientes que los métodos paramétricos (Harrell,

2001).



CAPÍTULO 4. MARCO TEÓRICO 59

Algunos métodos no paramétricos para el cálculo de la con�abilidad son el método

del Rango Medio y la estimación por Kaplan-Meier, de estos métodos es común encontrar

la utilización del estimador de Kaplan-Meier, incluso para realizar pruebas de bondad de

ajuste para datos censurados.

• Estimador de Kaplan-Meier

En esta sección se describe un procedimiento no paramétrico muy usado para la esti-

mación de la función de con�abilidad R(t). Este procedimiento no asume ninguna forma

paramétrica y supone que se cuenta con la información necesaria para la estimación.

Un grupo de n componentes idénticos empieza a operar al tiempo t0 = 0. Durante la

operación los componentes pueden fallar e incluso perderse y salir del proceso de operación.

Se lleva un registro de las fallas junto con los componentes que siguen operando o que

aún no han fallado.

Suponga que las fallas ocurren en los instantes de tiempo 0 < t1 < t2 < ... < tk. Sea

nj el número de componentes �en riesgo� (o que sobreviven) justo antes del tiempo tj.

Denote con wj el número del número de componentes fuera del proceso de observación en

el intervalo entre la (j − 1)− ésima y la j − ésima falla, en el intervalo (tj−1, tj) , t0 = 0.

Obviamente, n1 = n− w1, n2 = n1 − 1− w1, etc.

Kaplan y Meier (1958) sugieren el estimador no paramétrico R̂(t) de la función de

con�abilidad R(t), el cual se de�ne mediante la siguiente expresión:

R̂(t) =
∏
{i:ti≤t}

(1− 1/ni), (4.54)

R̂(t) es continua por la derecha. Es igual a 1 para 0 ≤ t ≤ t1. Una estimación heurística del

estimador (4.44), se desarrolla como sigue. Suponga que las observaciones de la muestra

se llevan a cabo en los instantes de tiempo t∗i , i = 1, 2, ..., t∗i , se registra el número

de n∗j de componentes que siguen en el proceso o con vida justo antes del instante de

la observación. Además, asuma que el número de fallas d∗j es conocido en el intervalo
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∆j =
(
t∗j−1, tj

)
. Adicionalmente, se conoce el número de componentes wj �perdidos� en tal

intervalo. Sea τ el tiempo de falla del componente. Entonces decimos que P
(
τ > t∗j

)
=

R
(
t∗j
)

= P
(
sobreviva después de t∗j

)
. Obviamente:

R
(
t∗j
)

= P (τ > t∗0)P (τ > t∗1|τ > t∗0) ...P
(
τ > t∗j |τ > t∗j−1

)
(4.55)

Sea pi = P
(
τ > t∗i |τ > t∗i−1

)
. Una estimación de pi, es la cantidad pi = 1− d∗i /n̂∗i , donde

n̂∗i es el número promedio de componentes en operación durante el intervalo ∆i. Entonces,

es razonable establecer n̂∗j = n∗j − wj/2. Por lo tanto, la llamada tabla de vida estimada

R̄(tj) de R(tj) se obtiene como:

R̄(tj) =

j∏
i=1

p̂i (4.56)

El estimador de Kaplan-Meier puede ser visto como el caso límite del estimador (4.44).

Imagine que las longitudes de ∆j tienden a cero, y el número de estos intervalos tiende

a in�nito. Algunos de estos intervalos que no contienen fallas van a contribuir a (4.44)

con un factor de 1. La única contribución no trivial corresponderá a los intervalos que

contengan fallas. Para estos, los instantes de falla son separados unos de otros p̂∗i =

1 − 1/n∗i = 1 − 1/ni. Con esto, encontramos el estimador de Kaplan-Meier también

llamado el estimador producto limite (PL) (Gertsbakh, 2000).

La fórmula conocida en la literatura como el estimador de Greenwood, proporciona

una estimación de la varianza V âr
[
R̂ (t)

]
:

V âr
[
R̂ (t)

]
=
[
R̂ (t)

]2 ∑
{i:ti≤t}

(ni (ni − 1))−1 (4.57)

Un intervalo de con�anza 1 − 2α de la con�abilidad para un valor especí�co t puede

ser obtenido por: [
R̂(t)− zα (V âr [R(t)])0.5 , R̂(t) + zα (V âr [R(t)])0.5

]
(4.58)

donde zα es el cuantil α de una distribución Normal Estándar N(0, 1).
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4.1.6. Estimación de Con�abilidad

Gran parte de la teoría de con�abilidad mostrada en secciones anteriores, se ocupa

de los patrones de falla para componentes individuales o para sistemas de componentes,

sin embargo de estos se derivan temas para estrategias de reemplazo por edad las cuales

conciernen a la economía de reemplazar el equipo antes de que falle para disminuir la

probabilidad de que ocurra un error o falla durante la operación. Con este �n, en esta

sección se muestran las bases para la estimación de con�abilidad, probabilidad de falla,

tasa de fallas entre otros indicadores.

Además de las funciones de distribución acumulada F (t) y de densidad f(t) de la

variable aleatoria T , son de interés otras relaciones a�nes; en el caso de f(t) y F (t) es

como sigue:

f(t) =
dF (t)

dt
(4.59)

Una de las funciones de interés es la función de con�abilidad (llamada también función

de supervivencia), esta función está de�nida como:

R(t) = P {T ≤ t} = 1− F (t) (4.60)

La función R(t), representa la probabilidad de que un componente nuevo no sobreviva

más del tiempo t. Existe una relación fundamental en la teoría de con�abilidad a la cual

se le llama función de tasa de fallas o función de frecuencia de fallas y esta dada por:

λ(t) =
f(t)

R(t)
(4.61)

La función de tasa de fallas representa la rapidez de cambio de la probabilidad condi-

cional de falla en el momento t. Se puede considerar como una medida de la probabilidad

de que un componente que ha sobrevivido hasta el tiempo t falle en el siguiente instante.

Otros indicadores importantes son el Tiempo Medio Entre Fallas (MTBF ), el Tiempo

Medio a la Falla (MTTF ) y el Tiempo Medio de Reparación (MTTR), los cuales se

utilizan para calcular la disponibilidad del equipo. El indicador MTTF es el tiempo
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medio en que trabajará un sistema antes de que falle por primera vez (Gertsbakh, 2000).

Es decir, si tenemos n componentes idénticos que empiezan a funcionar en el instante

t = 0 y medimos el tiempo que tarda cada uno en averiarse, la media de estas medidas

constituye el MTTF .

Por otro lado, si T es una variable aleatoria que mide el tiempo que tarda un compo-

nente en averiarse, entonces su valor esperado será:

E[t] = MTTF =

∞∫
0

tf(t)dt =

∞∫
0

R(t)dt (4.62)

El Tiempo Medio de Reparación (MTTR), indica el tiempo promedio que se necesita

para reparar un sistema, se calcula experimentalmente estimando el tiempo t, requerido

para la restauración de un sistema cuando ha ocurrido una falla. Este indicador, se expresa

mediante una tasa de reparación µ, que indica el número medio de reparaciones por unidad

de tiempo.

MTTR = 1/µ (4.63)

El Tiempo Medio Entre Fallas (MTBF ), es el tiempo medio que transcurre entre dos

averías consecutivas de un sistema, para calcularlo se debe considerar el tiempo necesario

para reparar el sistema y volver a reactivar su funcionamiento, lo cual indica que es

aplicado solamente a sistemas reparables.

Considerando que al reparar un sistema, este queda como nuevo (en las mismas condi-

ciones que cuando se puso en funcionamiento), existe una relación entre MTTF , MTTR

yMTBF que se conoce como disponibilidad, la cual se de�ne como la probabilidad de que

el sistema esté funcionando en un tiempo determinado (Dodson y Nolan, 1999), (Zacks,

1992). La disponibilidad depende del MTBF y el MTTR, por lo tanto, se aplica solo a

sistemas reparables. Esto es, si un sistema experimenta N fallas a lo largo de su vida,

estará N ∗MTTF horas operando y N ∗MTTR horas en reparación; por lo tanto, la

disponibilidad media será:

A =
N ∗MTTF

N ∗MTTF +N ∗MTTR
=

MTTF

MTTF +MTTR
(4.64)
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4.2. Modelo Paramétrico de Riesgo Proporcional

Como una generalización de los modelos de sobrevivencia, existen los modelos pa-

ramétricos de riesgo proporcional que representan una generalización de un modelo de

sobrevivencia en forma de un modelo de regresión. En otras palabras, se realiza un mo-

delo heterogéneo agregando covariables X = {X1, X2, ..., Xk}.

El modelo de sobrevivencia en forma de regresión más usado es representando la

función de riesgo λ(t) multiplicada por la exponencial de los cofactores exp(Xβ). El

modelo de sobrevivencia generalizado se obtiene cambiando la función de riesgo λ(t) para

un tiempo determinado T , por la función de riesgo λ(t) exp(Xβ) para un tiempo de falla,

dados los cofactores:

λ(t|X) = λ(t) exp(Xβ) (4.65)

Esta forma de regresión es llamada modelo de riesgo proporcional. La parte correspon-

diente a λ(t), proveniente de λ(t|X), es llamada función de riesgo base. Note que cualquier

función de riesgo paramétrica puede ser usada para representar λ(t).

El modelo de riesgo proporcional es el más popular para el análisis de datos de tiempo

de falla (Harrell, 2001). El modelo asume que los covariantes actúan multiplicativamente

sobre la función de riesgo, sin embargo, el riesgo puede tomar cualquier forma; exponencial,

Weibull o cualquier otra forma particular.

La parte de regresión del modelo es completamente paramétrica, esto es, los regresores

están relacionados linealmente con el logaritmo del riesgo o con el logaritmo del riesgo

acumulado. La estimación de los parámetros en los modelos de riesgo proporcional se

realiza mediante el método de máxima verosimilitud.

Sea T una variable aleatoria que representa el tiempo hasta que el evento Ti (posible-

mente censurado) termina, lo que representa el tiempo de falla de la i−ésima observación y

Yi denota la falla observada o tiempo censurado mı́n(Ti, Ci), donde Ci representa el tiempo

censurado. Si Yi es no censurado, la observación i contribuye a la ecuación de verosimilitud
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igual a la función de densidad para T evaluada en Yi, f(Yi). Si Yi representa un tiempo

censurado tal que Ti = Y +
i , solo se conoce que Ti excede a Yi. La contribución a la función

de verosimilitud es la probabilidad de que Ti > Ci (igual a P {Ti > Yi}). Esta probabilidad

se conoce como R(Yi). La verosimilitud conjunta sobre todas las observaciones i = 1, ..., n

es (Harrell, 2001):

L =
n∏

i:Yi no censurado

f(Yi)
n∏

i:Yi censurado

R(Yi) (4.66)

Para obtener la función de log-verosimilitud, se toma el logaritmo natural de la

ecuación (4.56). En el caso particular de los modelos de riesgo proporcional, la función

de log-verosimilitud es construida de la misma forma, con la diferencia de que se incluye

exp(Xiα) en la función. Por ejemplo, para el caso particular del modelo Weibull, la función

de riesgo base es:

λo(t) =
β

η

(
t

η

)β−1

(4.67)

Por lo tanto, la función de riesgo base proporcional seria:

λ(t,X) =
β

η

(
t

η

)β−1

exp(Xiα) (4.68)

En algunos casos el modelo puede ser escrito de una forma numéricamente más estable,

esto es, se elimina el parámetro de escala del modelo y se agrega el intercepto como un

covariante adicional α0, por lo tanto la función de riesgo para el modelo Weibull de riesgo

proporcional estará dada por:

λ(t,X) = βtβ−1e
∑m
j=0 αjxj (4.69)

Por otro lado, la función de con�abilidad del modelo esta dada por:

R(t,X) = e
−

t∫
0

λ(u,X)du
= e−t

βe
∑m
j=o αjxj

(4.70)

Mediante la relación f(t) = λ(t)R(t), tomando la derivada parcial de la función de

con�abilidad dada por (4.60) con respecto al tiempo, la función de densidad del modelo
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de riesgo proporcional será:

f(t,X) = β · tβ−1e

 m∑
j=0

αjxj−tβ ·e

m∑
j=0

αjxj


, (4.71)

donde el número total de parámetros a estimar es m + 2. Por lo tanto, la función de

log-verosimilitud para el modelo de riesgo proporcional Weibull es:

ln(L) =
n∑

i:Ti no censurado

Ni ln
(
β · T β−1

i eT
β
i ·e

∑m
j=0 αjxi,j

e
∑m
j=0 αjxi,j

)
−

n∑
i:Ti censurado

N ′i (T ′i )
β
e
∑m
j=0 αjxi,j (4.72)

En muchas situaciones, la forma real de la función de riesgo es compleja y desconocida,

por esto el modelo de riesgo proporcional de Cox (1972) tiene ventajas sobre éstos modelos.

4.3. Modelo de Riesgo Proporcional de Cox

El modelo de riesgo proporcional ha tenido un papel importante en el análisis de super-

vivencia desde que fue propuesto por Cox (1972), éste modelo ha sido usado ampliamente

en muchas áreas, principalmente en investigaciones biomédicas, para probar los efectos

que tienen algunos covariantes sobre el tiempo de algunos eventos en presencia de datos

censurados. Dado que la restricción de tiempo puede no permitirnos observar la falla de

cada unidad experimental, para algunas unidades solo conocemos que la falla no ocurrió

hasta el �nal del estudio, lo cual representa un evento censurado y puede ser representado

por el modelo de Cox.

Asignando T como el tiempo de falla, C representa la censura de ese tiempo y Z =

{Z1, ...Zp}T es un vector de covariantes de dimensión p, el vector de covariantes Z es en

este caso independiente del tiempo. El tiempo de falla T puede no siempre ser observado

debido a la censura de los datos, por lo tanto se observa X = mı́n(T,C), el mínimo tiempo
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de falla y el tiempo censurado, donde ∆ = I(T ≤ C), representa el indicador de falla que

ha sido observado. El conjunto de datos que ha sido obtenido del análisis de falla esta

compuesto por n realizaciones independientes de (X,Z,∆).

Entonces, P (T > t|Z) representa la función de con�abilidad condicional, donde la

función condicional de riesgo esta dada por (Pham, 2006):

λ (t/Z) = ĺım
∆t→0

1

∆t
P (t ≤ T < t+ ∆t/T ≥ t, Z) , (4.73)

el cual representa el riesgo instantáneo en el tiempo t, dado que la falla no ha ocurrido

antes del tiempo t. Existen diferentes formas de modelar la relación entre el tiempo de

falla y los covariantes; en el modelo de riesgo proporcional es de la forma:

λ(t/Z) = λ0(t) exp
(
βTZ

)
, (4.74)

donde λ0(t) es una función de riesgo desconocida correspondiente a Z = (0, ..., 0) y β =

(β1, ..., βp) es el vector de los coe�cientes de regresión.

El método no asume una distribución paramétrica de tiempo de falla, sin embargo

asume que los efectos de las diferentes variables en el tiempo de falla, son constantes

a través del tiempo y son multiplicativas en el riesgo. El modelo es llamado modelo de

riesgo proporcional debido a que la proporción de riesgo de dos unidades experimentales

cualesquiera es siempre constante:

λ(t/Z)

λ(t/Z)
=
λ0 exp(βT z)

λ0 exp(βT z′)
= exp

[
βT (z − z′)

]
, (4.75)

donde z y z′ son los covariables correspondientes a cada unidad, esta cantidad es llamada

comúnmente proporción de riesgo o riesgo relativo.

La interpretación del parámetro β es similar que en cualquier otro modelo de regresión.

Por ejemplo, exp(β1) es el riesgo de dos unidades de estudio donde el valor del primer

covariante di�ere de 1 y el valor de cualquier otro covariante es el mismo. El objetivo

principal es realizar inferencias acerca de β o de un conjunto de β′s para determinar si

uno o varios covariantes tienen in�uencia sobre la con�abilidad de algún componente o
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no. El modelo de riesgo proporcional es considerado semi-paramétrico, debido a que el

riesgo base λ0(·) es un parámetro de dimensiones in�nitas.

Por otro lado, el modelo de riesgo proporcional de Cox, no utiliza β0, esto es, se

sabe que un análisis típico examina la relación entre la distribución de supervivencia y

sus covariantes, comúnmente éste análisis exige la especi�cación del modelo lineal para

el logaritmo de la función de riesgo. Por ejemplo un modelo paramétrico basado en la

distribución exponencial puede ser escrito como:

ln λi(t) = α + β1xi1 + β2xik + ...+ βkxik, (4.76)

que es equivalente a,

λi(t) = eα+β1xi1+β2xik+...+βkxik , (4.77)

el cual es un modelo lineal para el logaritmo de la función de riesgo, donde i representa

el subíndice para cada observación, las x′s son los covariantes y la constante α representa

un logaritmo del riesgo base, por lo tanto cuando las x′s son cero tenemos:

lnλi(t) = α o λi(t) = eα (4.78)

El modelo de Cox, a diferencia de lo anterior, deja la línea base de la función de riesgo

o el riesgo base α(t) = ln λ0(t) sin especi�car:

ln λi(t) = α(t) + β1xi1 + β2xik + ...+ βkxik, (4.79)

lo que es equivalente a,

λi(t) = λ0(t) · eβ1xi1+β2xik+...+βkxik (4.80)

El modelo de Cox puede ser semi-paramétrico debido a que el riesgo base de referencia

puede tomar cualquier forma y los covariantes se agregan de forma lineal. Consideremos

ahora dos observaciones i e i′, las cuales di�eren en sus valores covariantes x, con sus

polinomios correspondientes ηi = β1xi1 +β2xik + ...+βkx y η′i = β1xi1 +β2xik + ...+βkxik,

realizando el cociente de las observaciones tenemos:

λi(t)

λ′i(t)
=
λ0(t) · eηi
λ0(t) · eη′i

=
eηi

eη
′
i
, (4.81)
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el cual es independiente del tiempo y por consecuencia el modelo de Cox es un modelo de

riesgo proporcional (Cox, 1972).

• Estimación de los coe�cientes del modelo

El método de verosimilitud parcial fue introducido por Cox (1972) para estimar los

parámetros de regresión β en el modelo de riesgo proporcional para tiempos de falla con

posible censura. Cuando los tiempos de falla siguen una distribución continúa, es muy

difícil que dos componentes fallen al mismo tiempo, sin embargo, el tiempo medido por lo

general sigue una distribución discreta, dado que solo puede tomar valores dentro de un

conjunto �nito de números. Por lo tanto, la repetición de tiempo de falla puede ocurrir

en muchos de los casos, lo cual requiere atención especial (Pham, 2006).

Es importante mencionar que en la estimación de los parámetros del modelo, los valo-

res de las variables independientes pueden ser centrados para incrementar la estabilidad

del algoritmo de optimización. Se le llama datos centrados, cuando a la matriz de diseño

le restamos su media. Centrar los datos no afecta los coe�cientes de regresión, y como

consecuencia se pueden obtener mejores resultados debido a la estabilidad que le propor-

ciona al método numérico utilizado en la optimización, además de que el centrado de los

datos no afecta las inferencias realizadas acerca de los parámetros estimados.

1. Verosimilitud parcial sin repeticiones

Supongamos que no existen repeticiones entre los tiempos de falla t1, ..., tN , donde

N denota el orden de los tiempos de falla observados y (j) denota el caso de algún

componente que falla en tj. Supongamos que Rj representa el conjunto de riesgo en

el tiempo tj. Rj = {i : Xi ≥ tj} . La función de verosimilitud parcial, para el modelo

dado, es de�nida como:
N∏
j=1

exp
(
βTZ(j)

)∑
i∈Rj exp (βTZi)

, (4.82)
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por lo tanto, la función de log-verosimilitud está dada por:

L(β) =
N∑
j=1

{
βTZ(j) − log

[∑
ie<i

exp(βTZi)
]}

(4.83)

La verosimilitud parcial máxima para estimar los parámetros β, como propuso Cox

(1972), es calculada mediante la solución de la ecuación U(β) = 0, donde:

U(β) =
∂L(β)

∂β
(4.84)

La matriz de información, de�nida como la segunda derivada negativa de la función

de log-verosimilitud, esta dada por:

I(β) = −∂U(β)

∂β
=

N∑
j=1

∑i∈Rj exp
(
βTZi

)
Z⊗2
i∑

i∈Rj exp (βTZi)
−

(∑
i∈Rj exp

(
βTZi

)
Zi∑

i∈Rj exp (βTZi)

)⊗2


(4.85)

donde a⊗2 = aaT para cualquier vector a.

Puede ser demostrado que β̂ es un estimador consistente de β, y nI−1(β̂) es un

estimador consistente para la matriz de co-varianzas de n1/2(β̂ − β), donde n es el

número de todos los sujetos o componentes, censurados o no censurados (Pham,

2006). Entonces para muestras grandes, β̂ sigue aproximadamente una distribución

Normal con media β y matriz de varianza y co-varianza I−1(β̂).

2. Verosimilitud parcial con repeticiones

Supongamos que existen N distintos tiempos de falla observados t1, ..., tN y para

cada tiempo tj(1 ≤ j ≤ N) existen dj fallas observadas. Note que Dj representa el

conjunto de todos los individuos que fallaron en un mismo tiempo tj y Rj representa

el conjunto de riesgo en el tiempo tj;Rj = {i : Xi ≥ tj}. Cuando existe una cantidad

considerable de repeticiones en los datos, la estimación de la máxima verosimilitud

se vuelve complicada y consume tiempo, por ésta razón se utilizan algunas aproxi-

maciones de la función de verosimilitud parcial. Dos aproximaciones comunes son la
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de Breslow y la de Efron. La aproximación de Breslow para datos con repeticiones

es la siguiente:

LB(β) =
N∑
j=1

{
βT
∑

I∈Dj
ZI − dj log

[∑
i∈<j

exp(βTZi)

]}
(4.86)

Esta aproximación funciona bien cuando no existe una cantidad grande de repeti-

ciones, en caso contrario, es recomendable la utilización de la aproximación propues-

ta por Efron:

LB(β) =

N∑
j=1

βT∑I∈Dj
ZI −

dj∑
k=1

log

∑
i∈<j

exp(βTZi)−
(k − 1)

dj

exp(βTZi)∑
i∈Dj

 (4.87)

El método de Breslow es más sencillo de utilizar y es además el más popular, sin

embargo, la aproximación de Efron es por lo general más exacta. Ambas funciones

se reducen a la verosimilitud parcial cuando no existen repeticiones.

3. Estimación de la función de con�abilidad y riesgo

La función acumulada de riesgo Λ̂0(t) =
t∫

0

λ0(u)du puede ser estimada por:

Λ̂0 =
∑
j:tj≤t

δj∑
i∈<j exp(βTZi)

, (4.88)

donde δj = I(Tj ≤ Cj). La función Λ̂0(t) es continua creciente a la derecha con

saltos en los tiempos de falla observados, y es comúnmente referida al estimador de

Breslow.

En el caso de eventos repetidos, cada uno de los sujetos en una repetición contribuye

por si solo a la suma y éste término es el mismo para todos los sujetos que fallaron

en un tiempo especí�co. Este estimador, puede además ser derivado a través de una

aproximación del per�l de riesgo.
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La función de con�abilidad S0(t) = exp[−Λ0(t)] puede ser estimada mediante Ŝ0(t) =

exp[−Λ̂0(t)]. Por lo tanto, la función de con�abilidad estimada para cada individuo

con un valor de covariante Z es dada por:

Ŝ0(t|z) = exp
[
−Λ̂0(t)eβ̂

TZ
]

(4.89)

4.4. Método de Newton-Raphson

El método fue escrito por Isaac Newton en 1669, en un trabajo de nombre: �De analysi

per aequationes numero terminorum in�nitas� y publicado en 1711 por William Jones en:

�De metodis in�nitarum�. Además, fue traducido y publicado por John Colson en 1736,

como método de �uxiones. El método es conocido como ��uxionum et serierum� obtenido

a través de la expansión de series de Taylor para n variables alrededor de una raíz con

respecto a x̂ = x̂j (Sun et. al. 2006).

La idea básica del método de Newton para la optimización de funciones sin restric-

ciones es usar iterativamente la aproximación cuadrática q(k) con la función objetivo f

en la iteración xk y minimizar la aproximación q(k). Sea f : Rn → R continuamente y

doblemente diferenciable xk ∈ Rn, y el Hessiano ∇2f(xk) positivo de�nido. Modelamos f

en el punto actual xk mediante la aproximación cuadrática q(k),

f(xk + s) ≈ q(k)(s) = f(xk) +∇f(xk)
T s+

1

2
sT∇2f(xk)s, (4.90)

donde s = x− xk. Minimizando q(k)(s) obtenemos

xk+1 = xk − [∇2f(xk)]
−1∇f(xk), (4.91)

la cual representa la fórmula de Newton. Siendo

Gk = ∇2f(xk), gk = ∇f(xk), (4.92)

reescribimos (4.92) como:

xk+1 = xk −G−1
k gk, (4.93)
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donde sk = xk+1 − xk = −G−1
k gk, representa la dirección de Newton.

Claramente, la dirección de Newton es una dirección descendente dado que satisface

gTk sk = −gTkG−1
k gk < 0 y Gk es una matriz positiva de�nida.

Para la función cuadrática positiva de�nida, el método de Newton puede encontrar

el mínimo en una sola iteración. Sin embargo, para una función general no cuadrática

no es seguro que el método pueda encontrar el minimizador con iteraciones �nitas. Afor-

tunadamente, dado que la función objetivo es aproximada a una función cuadrática, si

el punto inicial esta cerca del mínimo o máximo, el método converge rápidamente. El

siguiente teorema muestra la convergencia local y la convergencia cuadrática del método

de Newton.

Teorema 1. (Convergencia del método de Newton). Sea f ∈ C2 y xk está lo su�ciente-

mente cerca de la solución x∗ del problema de maximización o minimización con g(x∗) = 0.

Si el Hessiano G(x∗) es una matriz positiva de�nida y G(x∗) satisface la condición de Lip-

schitz:

|Gij (x)− Gij(y)| < β ‖x − y‖ (4.94)

donde Gij(x) es el elemento (i, j)G(x), entonces para todo k, la iteración de Newton (4.93)

esta bien de�nida; la secuencia generada {xk} converge a x∗ de forma cuadrática.

Prueba. Sea hk = xk − x∗. De la fórmula de Taylor se muestra que: 0 = g(x∗) =

gk −Gkhk + O
(
‖hk‖2). Dado que f ∈ C2, xk está lo su�cientemente cerca de x∗, y G(x)

es positiva de�nida, es razonable asumir que xk esta en la vecindad de x∗, G(x) positiva

de�nida, G−1
k en el limite superior. Por lo tanto, la k− ésima iteración de Newton existe.

Multiplicando G−1
k obtenemos:

0 = G−1
k gk − hk + O

(
‖hk‖2)

= −sk − hk + O
(
‖hk‖2)

= −hk+1 + O
(
‖hk‖2) . (4.95)

Por de�nición en O(.), existe una constante C tal que:

‖hk+1‖ ≤ C ‖hk‖2
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‖hk+1‖ ≤ C ‖hk‖2 (4.96)

Si xk ∈ Ω = {x| ‖h‖ ≤ γ/C, h = x− x∗, γ ∈ (0, 1)} entonces:

‖hk+1‖ ≤ γ ‖hk‖ ≤ γ2/C < γ/C , (4.97)

y por consecuencia xk+1 ∈ Ω. Por inducción en k, la iteración de Newton esta bien de�nida

para toda k, y ‖hk‖ → 0 conforme k →∞ y por tanto, la iteración converge. Además la

ecuación (4.97) muestra que la convergencia de la iteración es cuadrática.

Cabe destacar que el método de Newton es un método local. Cuando el punto de inicio

está alejado de la solución, no es seguro que Gk sea positiva de�nida y la dirección de New-

ton dk es descendente. Por lo tanto la convergencia no está garantizada. La convergencia

hacia una solución está asegurada por el teorema de Newton-Kantorovich (Nazareth et.

al. 2003), si se cumplen ciertos requisitos. De éstos, los más importantes son que el punto

inicial debe estar su�cientemente cerca de la solución y dentro de un determinado recinto,

donde f(x) sea continuamente diferenciable.

Con el �n de intentar mejorar la convergencia del método de Newton, existen en la

bibliografía los métodos de Newton modi�cados, basados algunos de ellos en criterios de

optimización. Estos métodos aún suponiendo una mejora respecto al método de Newton,

no aseguran la convergencia global a la solución correcta del problema porque pueden

converger hacia mínimos locales (Nazareth et. al. 2003).

4.5. Diagnósticos de Colinealidad

Si no hay relación lineal entre los regresores (en la matriz de diseño), se dice que son

ortogonales; algunas veces la falta de ortogonalidad no es grave, sin embargo, en algunos

casos los regresores tienen una relación lineal casi perfecta, por lo que las inferencias

basadas en el modelo de regresión pueden ser engañosas o erróneas. Cuando hay depen-

dencia casi lineal entre los regresores, se dice que existe colinealidad o multicolinealidad

(Montgomery et. al. 2006).
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Los efectos que produce la colinealidad entre las variables explicatorias son: a) Esti-

maciones inestables del vector de parámetros, b) varianzas muy grandes de los coe�cientes

estimados y, c) pérdida de potencia de las pruebas estadísticas. Esto justi�ca la importan-

cia de detectar la presencia de colinealidad y la determinación de las variables involucradas

en la relación colineal (Godínez y Ramirez, 2003).

• Colinealidad exacta

A�rmamos que existe un problema de colinealidad exacta, cuando una o más variables,

son una combinación lineal de otras, es decir, existe un coe�ciente de determinación entre

estas dos variables de 1. Esto provoca que la matriz de varianzas y covarianzas tenga

determinante det = 0, y sea singular, por lo tanto su inversa no existe.

• Colinealidad aproximada

Existe colinealidad aproximada, cuando una o más variables, no son exactamente una

combinación lineal de la otra, pero existe un coe�ciente de determinación entre estas

variables muy cercano al uno y por lo tanto det ∼= 0, es aproximado a cero.

• Fuentes de colinealidad

Algunas fuentes de colinealidad más comunes son:

1. El Método de recolección de datos: Esto es cuando la persona o el analista muestrea

solo un subespacio de la región de interés o de los regresores de�nidos.

2. Restricciones en el modelo: Se presentan en problemas donde intervienen procesos

de producción o químicos, cuando los regresores son componentes de un producto y

éstos suman una constante.

3. Especi�cación del modelo: Al agregar términos polinomiales a un modelo de regre-

sión se produce deterioramiento en la matriz de covarianzas.
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4. Un modelo sobre de�nido: Cuando tiene más variables regresoras que observaciones

(Montgomery et al., 2006).

• Diagnósticos de colinealidad

1. Analizar las correlaciones entre todas las parejas de variables para detectar las que

son bastante altas o cercanas a 1, es decir la matriz de varianzas y covarianzas en

forma de correlación.

2. Veri�car si hay coe�cientes de regresión con valores muy grandes o de signo opuesto

a lo que se esperaba que ocurriera.

3. Considerar que debido a la colinealidad, la varianza de los estimadores de βj, prove-

nientes de la matriz de varianzas y covarianzas, serán grandes, lo cual incrementará

el ancho de los intervalos de con�anza para el contraste de hipótesis y como conse-

cuencia la probabilidad de cometer un error aumentará.

4. Si el VIF es mayor que 10, entonces puede haber colinealidad. El VIF esta dado por:

V IF =
1

1−R2
j

(4.98)

el cual es llamado el j−ésimo factor de in�ación de la varianza. Si R2
j es cercano a 1,

entonces la varianza de β̂j aumentará grandemente. El VIF representa el incremento

en la varianza debido a la presencia de colinealidad. Los VIF son los elementos que

están en la diagonal de la inversa de la matriz de correlaciones.

5. Usar el número condición, lo cual se realiza estimando los eigenvalores correspondi-

entes a la matriz de covarianza, esta medida de colinealidad se de�ne como:

kc =
λmax
λmin

(4.99)

donde λ representa los eigenvalores de la matriz de covarianza. Si el número de condi-

ción es menor a 100, no hay problema, si esta entre 100 y 1,000 existe colinealidad,

pero si es mayor a 1,000 la colinealidad es grave.
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6. Otra forma de diagnostico es utilizando el determinante de la matriz de correlación

digamos C, ya que el intervalo de esta matriz esta entre 0 ≤ |C| ≤ 1. Si C = 1, los

regresores son ortogonales, por otro lado, si tiende a C → 0 los problemas se agravan

y si C = 0 hay una dependencia lineal, sin embargo, este método no proporciona

información sobre el origen de la colinealidad.

Lesa�re y Marx (1993), mencionan que si la matriz de covarianzas (o de información

para el caso de modelos no lineales), está mal condicionada, es recomendable distinguir

entre la colinealidad debida a la variables independientes y la colinealidad debida a la

dependencia entre los parámetros a la cual le nombran Colinealidad-ML; propone uti-

lizar el número de condición estandarizado para diagnosticar el problema de colinealidad.

Menciona que es posible distinguir la causa de la colinealidad comparando los números

de condición correspondientes; por ejemplo si Kx > 5, entonces la colinealidad es debida

a las variables independientes.

Weissfeld (1989), utiliza los índices de condición y descomposición de varianzas en los

modelos de riesgo proporcional de Cox, Exponencial, Weibull y Log-Normal, en su trabajo

analiza el efecto de la colinealidad en los números de condición.

Lee y Weissfeld (1996) realizaron el análisis del modelo de Cox en presencia de censura

y colinealidad utilizando índices de condición escalados para covariables �jas y covariables

dependientes del tiempo. Mackinnon y Puterman (1989) mencionan que el diagnostico

para el problema de colinealidad en modelos lineales generalizados debe realizarse uti-

lizando la matriz de información.

4.6. Regresión Ridge

El comportamiento de la variable aleatoria Y , analizada a través de un diseño experi-

mental, generalmente, se representa a través de un modelo o polinomio empírico, ya sea

lineal, o cuadrático y rara vez cúbico, dependiendo del comportamiento de los datos, para

estimar la respuesta en un punto de interés (Montgomery, 2006).
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La estimación de los β̂j del polinomio, si los factores de in�ación de la varianza (VIF)

son menores de 10, se realiza mediante Mínimos Cuadrados dado por:

β̂j =
(
XTX

)−1
XTY (4.100)

Pero si los VIF son mayores de 10, la estimación de los β̂j se realiza a través del modelo

de Regresión Ridge dado por (Piña, 2005):

β̂j =
(
XTX + kI

)−1
XTY (4.101)

El método de Ridge, es un método para detectar la colinealidad dentro de un modelo

de regresión Y = XTβ + ε. El método fue propuesto por Hoerl y Kennard (1970) y es

usado para trabajar con modelos que presentan sesgo.

La idea del método es simple y consiste en que dado que la matriz XTX es altamente

condicionada o cercana a singular, es posible agregar constantes positivas a los elementos

de la diagonal, para asegurar que la matriz resultante, no sea altamente condicionada.

Dado que el objetivo, es determinar un modelo polinomial cuya varianza de predic-

ción sea mínima, utilizamos la función del cuadrado medio de la predicción de Mínimos

Cuadrados, para determinar el valor de la constante k dada por (4.102):

k =
Pσ̂2

β̂(X tX)β̂
(4.102)

4.7. API RP 581 Inspección Basada en Riesgo

El documento API RP 2008 (por sus siglas en inglés American Institute Petroleum

Recommended Practice), provee procedimientos cuantitativos para establecer programas

de inspección usando el riesgo basado en métodos para equipos presurizados, incluyendo

válvulas de presión, tubería, tanques, dispositivos de alivio de presión e intercambiadores

de calor. El API RP 580 proporciona una guía para el desarrollo de un programa de ins-

pección basada en riesgo para equipos en re�nerías e industrias químicas y petroquímicas

(API 581, 2008).
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• Introducción al API 581

El cálculo del riesgo en la Inspección Basada en Riesgo (API RBI) involucra la deter-

minación de la probabilidad de falla combinada con la consecuencia de la falla. La falla

en API RBI es de�nida como una pérdida de contención del límite de presión trayendo

como consecuencia contaminación de la atmósfera o el rompimiento de un componente

presurizado.

Conforme el daño, durante la operación en servicio, se va acumulando en el compo-

nente presurizado, el riesgo incrementa. Si en algún punto, una tolerancia de riesgo es

excedida, se recomienda una inspección lo su�cientemente efectiva para cuanti�car de

forma adecuada el estado del daño del componente. La inspección por si sola no reduce el

riesgo; sin embargo, reduce la incertidumbre y permite una cuanti�cación mejor del daño

presente en el componente.

• Introducción al API 581

Una vez que el riesgo ha sido identi�cado, en muchos casos se utilizan alternativas para

reducirlo. Por lo tanto, se integra un programa de manejo de riesgo. En este documento,

la necesidad de evaluar el riesgo surge de diferentes escenarios de riesgo; riesgo de los

empleados, riesgo de la comunidad, riesgo de interrupción del negocio (paro del proceso)

y riesgo del daño ambiental, entre otros. El API RBI permite cualquier combinación de

estos tipos de riesgo para tomar decisiones acerca de cuando, donde y como inspeccionar

el equipo.

• Organización del API 581

La metodología API RBI es presentada en tres partes:

a) Parte 1.- Plan de inspección usando API RBI.

b) Parte 2.- Estimación de probabilidad de falla en API RBI.

c) Parte 3.- Modelo de consecuencias en API RBI.
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La probabilidad de falla esta basada en el tipo de componente y el mecanismo de daño,

enfocado en las características del �uido en proceso, condiciones de diseño, construcción

de los materiales y el código original de construcción (API 581, 2008).

Uno de los temas principales es la aplicación de con�abilidad especí�camente en el

API 581. Para el cálculo de la probabilidad de falla de los componentes incluidos en tal

documento, especí�camente en los módulos de válvulas de seguridad e intercambiadores

de calor, se utiliza en particular el modelo Weibull.

Considerando que el modelo Weibull es el más utilizado debido a su interpretación

directa en campo, existen muchas herramientas y aplicaciones desarrolladas tomando

como base el análisis Weibull, (API RBI como caso especí�co), por lo que existe un área

de oportunidad en el hecho de incluir otros modelos y herramientas especí�cas para el

calculo de la probabilidad de falla de componentes en el API 581, cuando el modelo

Weibull no representa los datos de forma adecuada.

Si bien es cierto que el modelo Weibull es de utilidad en muchos problemas de in-

geniería, existen casos en los que no es posible utilizarlo, para estos casos es necesario

trabajar en la selección de algunos modelos que mejor representen la información de los

componentes en cuestión; en el caso de datos de tiempos de vida se utilizan modelos tales

como el Exponencial, Log-Normal, Weibull y Gamma.

Además, es posible notar que la probabilidad de falla esta basada en las características

del �uido en proceso, condiciones de diseño, condiciones de proceso, construcción de los

materiales y el código original de construcción, por lo que se hace necesario encontrar

modelos estadísticos que se ajusten a datos de tiempo de vida, los cuales incluyan fac-

tores operacionales representados mediante covariables para determinar los efectos que el

ambiente operacional tiene sobre la con�abilidad del componente.
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4.8. Métodos de Remuestreo

Los métodos de remuestreo, bootstrap, jackknife y validación cruzada son tres estadís-

ticas que implican reusar la información con la que se cuenta; en cada caso, una muestra

única de observaciones es considerada como muchas muestras con el mismo proceso de

estimación. Sin embargo, el propósito de reusar la información es diferente para cada

método.

El método bootstrap se utiliza para evaluar la varianza de un estimador, jackknife

es un método para reducir el sesgo de un estimador y evaluar la varianza del mismo; la

validación cruzada es un método utilizado para evaluar el error implícito en la realización

de predicciones.

Cada uno de los métodos mencionados anteriormente, involucra aplicar un procedi-

miento estadístico de forma repetitiva, sobre la muestra de datos o una parte modi�cada

de ella, lo cual representa un trabajo computacional intensivo.

Dado lo anterior, en la presente disertación se utilizara solo el método de validación

cruzada debido al interés por validar el modelo propuesto para la estimación de probabi-

lidad de falla incluyendo el efecto de factores operacionales; tal modelo realizará predic-

ciones tanto de la vida útil del componente en cuestión así como de su con�abilidad.

4.8.1. Validación Cruzada

La validación cruzada es un método para evaluar el error de predicción cuando es

ajustada una función de dos o más variables. Aunque el propósito y la aplicación de éste

método son diferentes al método jackknife, también consiste en dejar una observación

fuera del modelo y calcular el error o diferencia entre el valor observado y el valor predicho

(Kohavi, 1995).

• Método de reducción (holdout)



CAPÍTULO 4. MARCO TEÓRICO 81

Es el modo más simple de validación cruzada. La muestra completa es separada en

dos conjuntos de datos, llamados conjunto de entrenamiento y conjunto de prueba, re-

spectivamente. El modelo aproximador es ajustado y utiliza solo el conjunto de datos de

entrenamiento, después se predicen los valores del conjunto de prueba y se estima el error

de predicción.

Este método es preferible con respecto al método de los residuales y no requiere un

trabajo computacional intensivo. Sin embargo, su evaluación puede tener alta varianza,

la cual, puede depender en gran manera de los datos contenidos tanto, en el conjunto

de entrenamiento, como en el conjunto de prueba. Por lo tanto, la evaluación puede ser

signi�cativamente diferente dependiendo de la división de conjuntos realizada.

• Validación cruzada de K subconjuntos (K − fold)

Este método representa una forma de mejorar el método de reducción mencionado en

el punto anterior. La muestra completa es dividida en K subconjuntos, y el método de

reducción y ajuste es repetidoK veces. En cada ciclo de ajuste, uno de losK subconjuntos

es usado como conjunto de prueba y los otros K − 1 subconjuntos son utilizados como

conjunto de entrenamiento, para estimar el error de predicción. Una de las ventajas de

éste método es que afecta en menor proporción la forma en que se dividen la muestra

completa de datos (Efron, 1983).

Cada dato de la muestra es utilizado exactamente una vez en el conjunto de prueba y

aparece en el conjunto de entrenamientoK−1 veces. La varianza del resultado obtenido se

reduce conformeK incrementa. La principal desventaja de éste método es que el algoritmo

de entrenamiento debe ser utilizado K veces, lo que signi�ca un trabajo computacional

intensivo.

• Validación cruzada con reducción de un dato (Leave− one− out)

El método es igual a la validación cruzada de K subconjuntos llevada a un extremo

lógico, con K = N , donde N representa el numero de datos en la muestra total. Esto
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signi�ca que, el ajuste del modelo es realizado N veces con la muestra de entrenamiento

omitiendo solo un valor de la muestra en cada ajuste. Para realizar la estimación del error,

se realiza la predicción del punto excluido en el ajuste para cada caso.

La evaluación del error dada mediante el uso de éste método es buena, sin embargo

tiene el inconveniente de ser costoso computacionalmente, por otra parte; tiene la ventaja

de ser la mejor forma de evaluar modelos de predicción. Para evaluar la predicción, puede

ser usado el estadístico de predicción (PRESS) o la raíz del cuadrado medio del error

(RMSPE) entre otros (Geisser 1993).

Sea x
(N−1)
j = (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xN) y sea z

(N−1)
j representada de forma similar,

donde la k − ésima predicción de xj es estimada mediante:

x̂jk = x̂jk

(
x

(N−1)
j , z

(N−1)
j , zj

)
(4.103)

realizando de forma repetitiva desde j = 1, ..., N. Después, se estima para el k − ésimo

predictor rjk = x̂jk − xj para j = 1, ..., N , y se compara el rkj para los K modelos

ajustados. Es importante hacer notar que en el caso de la validación, los residuales son

funcionalmente dependientes debido al uso de la misma función de predicción, además la

dependencia funcional es presentada debido al uso repetitivo de los datos.

El interés principal del método se enfoca en la predicción de observaciones futuras o

en un conjunto de nuevas observaciones. El procedimiento general es como sigue (Geisser

1993):

1. Una función de predicción para valores futuros de x o un conjunto de valores para

un z dado es:

x
(
x(N), z(N), z;ω

)
ω ∈ Ω (4.104)

2. Sea P (N−n)
i la representación de la i−ésima partición de la muestra original en N−n

observaciones consideradas y n observaciones omitidas para 0 ≤ n ≤ M , donde M

es el último número, tal que la función de predicción puede ser formada con N −M
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observaciones. El conjunto de observaciones x(N) y el conjunto concomitante z(N)

son divididos, tal que:

P
(N−n)
i =

(
x

(N−n)
ir , z

(N−n)
ir , x

(n)
i0 , z

(n)
i0

)
, (4.105)

es un elemento de un conjunto de particiones Γ con respecto a un esquema S de

observaciones omitidas, donde (4.105) representa N − n observaciones consideradas

en el ajuste y n datos omitidos, de modo que Γ = Γ (N, n, S), siendo P = el número

de particiones de Γ.

3. Aplicar la función de predicción a las observaciones omitidas, para cada partición

Pi y predecir x(n)
i0 dado z(n)

i0 :

x̃
(n)
i (ω) = x̃i0

(
x

(N−n)
ir , z

(N−n)
ir , z

(n)
i0 , ω

)
(4.106)

4. De�nir una medición de la discrepancia o función de criterio, la cual puede ser como

sigue:

DN,n(ω) = (Pn)−1
∑
Pi∈Γ

d(x
(n)
i0 , x̃

(n)
i0 (ω)) (4.107)

donde d(a, b) es una medida de la discrepancia entre a y b.

Para la evaluación de la predicción, se usará el estadístico de predicción (PRESS).

Si de�nimos a yi = (x
(n)
i0 , z

(n)
i0 ) como el valor omitido de la muestra completa y a ŷi =

x̃
(n)
i (ω) es decir, la predicción de x(n)

i0 dado z(n)
i0 , los residuales PRESS se de�nen como

e(i) = yi − ŷ(i).

Allen (1971, 1974), sugiere el uso de la suma de cuadrados del error de predicción

(es decir el estadístico PRESS), de�nida como la suma de los residuales PRESS al

cuadrado, la cual representa una medida de la calidad del modelo. El estadístico PRESS

se estima como:

PRESS =
N∑
i=1

[
yi − ŷ(i)

]2
(4.108)
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Se considera que PRESS es una medida de lo bien que funciona un modelo para

predecir nuevos datos. Lo deseable es tener un modelo con valor pequeño de PRESS

(Montgomery, 2008). Con el estadístico PRESS se puede calcular un estadístico parecido

a la R2 para predicción, estimado por:

R2
PRESS = 1− PRESS

SST
= 1−

N∑
i=1

[
yi − ŷ(i)

]2
N∑
i=1

[yi − ȳ]2
(4.109)

Donde ȳ representa la media muestral calculada mediante la ecuación (4.110), con-

siderando las N observaciones contenidas en la muestra total.

ȳ =
1

N

N∑
i=1

yi (4.110)



Capítulo 5

Metodología

Considerando el problema planteado en el capitulo II y la revisión de literatura re-

ferente a los modelos analizados en capítulos anteriores, en este capítulo se puntualiza

la metodología propuesta para la incorporación de los efectos de factores operacionales,

incluyendo una posible solución para el problema de colinealidad.

Debido al impacto que tienen las de�ciencias mostradas sobre la estimación de la

probabilidad de falla en los modelos mostrados y considerando los avances encontrados

en el tema, la metodología propuesta se enfoca de cierta forma en el análisis y solución de

los problemas planteados. Note que, tal estimación es determinante para la aplicación de

la Inspección Basada en Riego (RBI) así como la elaboración de programas de inspección,

planes de mantenimiento y prevención de riesgos entre otros, lo anterior cuando se requiere

considerar factores de operación en la estimación de la probabilidad de falla; por esta razón

se realizó un análisis profundo del modelo o modelos convencionales (ver capítulo II), para

determinar sus posibles fallas y proponer un modelo incluyendo las posibles mejoras.

5.1. Metodología Propuesta

Como ya se mostró, la incorporación de los efectos del medio ambiente operacional que

in�uyen en la estimación de la probabilidad de falla es importante, ya que el Riesgo =

Pi ·Ci calculado con la probabilidad estimada, sirve de base para establecer los planes de

85



CAPÍTULO 5. METODOLOGÍA 86

mantenimiento en RBI.

Notablemente, la función de verosimilitud correspondiente al modelo utilizado para

incluir los factores operacionales en la estimación de la probabilidad de falla, se ve afectada

severamente por la colinealidad contenida en la matriz de diseño y/o en la matriz de

información, causando que los parámetros estimados sean inestables. En consecuencia,

la inestabilidad de los coe�cientes, afecta directamente la estimación del riesgo utilizado

para la aplicación de RBI.

Dadas las condiciones anteriores, se propone una metodología para la disminución

del efecto que la colinealidad tiene sobre la probabilidad de falla estimada, considerando

factores operacionales (el medio ambiente operacional) en la estimación.

5.1.1. Pasos Generales de la Metodología Propuesta

De lo expuesto con anterioridad y con el objetivo principal de dar estabilidad a la

estimación de los parámetros β̂j del modelo incluyendo factores operacionales, se detalla

la metodología propuesta, dando por hecho que la recolección de datos se realizó de manera

adecuada y considerando centrar los datos para estabilizar la estimación (ver capítulo IV,

sección 4.3).

1. Generar la función de verosimilitud

La función de verosimilitud se construye (ver sección 4.2 y 4.3 del capítulo IV)

en relación al modelo que se utilizará (paramétrico o semi-paramétrico) para la

estimación de la probabilidad de falla incluyendo covariables.

2. Optimizar la función para estimar parámetros del modelo

Estimar los parámetros del modelo mediante el método de máxima verosimilitud;

utilizar el método numérico Newton-Raphson (ver sección 4.4, capitulo IV) para la

optimización de la función de log-verosimilitud (ecuaciones (4.66), (4.83)).

3. Estimar el Hessiano
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Estimar la matriz Hessiano evaluada en los parámetros H(β̂j) donde la inversa del

Hessiano representa la matriz de información observada I−1(β̂j) (dada por (4.42),

(4.85)) correspondiente a los parámetros estimados.

4. Calcular el número de condición kc

El número de condición kc de la matriz H(β̂j), se estima mediante (4.99) donde,

λmax representa el eigenvalor mayor y λmin el eigenvalor menor correspondientes a

la matriz H(β̂j). En este caso, si kc es menor a 100, no existe colinealidad, si kc es

mayor a 100 pero menor a 1000, existe colinealidad de moderada a fuerte, si kc es

mayor a 1000 existe colinealidad severa.

5. Sumar un valor k a la matriz Hessiano H(β̂j)

El valor k para el modelo se estima mediante (5.1), (ver Apéndice I, sección A2):

k =
Pβ

β̂T (XTX)β̂
, (5.1)

donde Pβ representa la cantidad de parámetros utilizados en el modelo. Una vez

calculado el valor k, se le suma al Hessiano estimado en el paso 3 (H + Ik); a esta

matriz la denominaremos Hk.

6. De�nir la matriz aumentada Sk para estimar los nuevos β̂R

La matriz aumentada para el modelo será (ver Apéndice I, sección A1):

Sk =

[
SST Hβ

(Hβ)T Hk

]
(5.2)

7. Estimar la inversa de la matriz Sk y los nuevos parámetros β̂R

Aplicando la inversa de una matriz particionada (dada en el Apéndice I, sección

A1.2), obtendremos Sk−1, por lo tanto, los nuevos β̂R estarán dados por la ecuación

(5.3) (ver Apéndice I, sección A3):

β̂Rj = −
Sk−1

1j

Sk−1
11

para j = 2, 3, ..., pβ (5.3)
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8. Realizar pruebas de hipótesis a los parámetros estimados β̂R

El método comúnmente utilizado para realizar las pruebas de signi�cancia a los

parámetros estimados es la Prueba de Wald (capítulo 4, sección 4.1.4), en la cual se

utilizará el pseudo error estándar dado por la ecuación (5.4) (ver Apéndice I, sección

A4):

se =
[
diag

(
Hk−1

)]1/2
(5.4)

9. Estimar la probabilidad de falla Pi

La estimación de la probabilidad de falla, la tasa de falla y la con�abilidad, se

realiza dependiendo del modelo utilizado, es decir, si el modelo es paramétrico sim-

plemente se reemplazan los parámetros estimados en las funciones paramétricas de

probabilidad (4.70) y tasa de fallas (4.69) correspondientes al modelo, y se realiza

la estimación incluyendo los covariables.

Por otro lado, si el modelo es semi-paramétrico, es decir, la función de riesgo base

no tiene una forma especí�ca, existen algunos métodos para la estimación del riesgo,

entre los cuales destaca el propuesto por Breslow (1972) y el propuesto por Kalb�eich

y Prentice (1980), los cuales se muestran en el Apéndice I, sección A5.



Capítulo 6

Aplicación y Validación

Este capítulo tiene como propósito mostrar algunas aplicaciones de la metodología

propuesta (incluyendo factores operacionales), realizando una validación de los modelos

ajustados en casos particulares, mediante una técnica de Validación Cruzada. Es conve-

niente mencionar que además de mostrar los modelos para incluir los efectos de factores

operacionales; se incluye la aplicación de la probabilidad de falla y las consecuencias para

la estimación del riesgo en el API RBI 581. Adicionalmente, se presentan los resultados de

la aplicación, los cuales, se validarán mediante el uso de la técnica de Validación Cruzada

mostrada en el capítulo IV, sección 4.8.1.

6.1. Aplicación de la Metodología Propuesta

Para la aplicación de la metodología propuesta se presentan tres casos particulares, en

el primer caso se presentan datos de tiempos de vida de intercambiadores de calor (API

581, 2008) suponiendo algunas condiciones de operación. Para el segundo caso se utilizaron

los tiempos de vida de un dado utilizado en una máquina de inserción de terminales,

presentados en una disertación para la obtención del grado de maestría (Molina, 2005).

Por ultimo, se consideraron los datos analizados por Merrick, Soyer y Mazzuchi (2003),

relacionados con la vida de la herramienta de corte en un proceso de maquinado.
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6.1.1. Caso 1: Intercambiadores de Calor

El API 581 supone que todos los intercambiadores de calor operan bajo condiciones

de operación similares. Sin embargo, no siempre se cumple tal supuesto en campo, y

por lo tanto, la estimación de la probabilidad de falla se ve afectada por este hecho.

Una forma adecuada de estimar la probabilidad de falla considerando el efecto de las

condiciones de operación, es mediante la utilización del modelo propuesto. La tabla 6.1

muestra información hipotética para la aplicación del modelo, donde X1 : Contenido de

Azufre (%), X2 : Temperatura (�F) y X3 : Tipo de Fluido.

Tabla 6.1: Intercambiadores de Calor

Se utilizó la prueba de bondad de ajuste Anderson-Darling para datos censurados (ver

Capítulo IV, sección 4.1.2), donde el estadístico estimado correspondiente a la distribución

Weibull fue pA
2
n = 0.3074, menor que el valor de tablas 2A

2
r,n = 1.7429; por lo tanto es

factible utilizar el modelo Weibull (Capitulo IV, apartado 4.2). Con el �n de ilustrar la

aplicación del modelo propuesto, se presentan los resultados siguiendo la secuencia de

pasos generales, detallada en el capítulo V.

• Estimar los parámetros del modelo
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Como paso inicial, se determinó la función de log-verosimilitud dada por (4.72) para

el modelo de riesgo proporcional Weibull, considerando los datos de la tabla 6.1. Pos-

teriormente, se optimizó la función resultante mediante el método de Newton-Raphson

mostrado en la sección 4.4 del capitulo IV. Los coe�cientes correspondientes al ajuste

inicial, se muestran en la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Resultados del ajuste para Intercambiadores

• Estimar el Hessiano

La matriz Hessiano estimada mediante la ecuación (4.42) para la función de log-

verosimilitud es:

H =


9.012 0.011 0.737 0.003 24.740
0.011 53.090 1187.700 6.305 -2.897
0.737 1187.700 61187.000 341.530 -220.630
0.003 6.305 341.530 2.225 -0.986
24.740 -2.897 -220.630 -0.986 69.069

 (6.1)

• Calcular el número de condición kc

Los eigenvalores correspondientes a la matriz Hessiano estimada son λj = [61213,

77.281, 29.999, 0.0062121, 0.34012] y por consecuencia, el número de condición calculado

mediante (4.99) es kc = 61213/0.0062 = 9.85e+ 006.

• Obtener la matriz Hk
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Se puede observar que, como el número de condición kc es grande, es necesario utilizar

el método propuesto con un valor de k especí�co. El valor k calculado mediante (5.1) es

k = 0.0029485. Por lo tanto, la matriz Hk es:

Hk =


9.015 0.011 0.737 0.003 24.740
0.011 53.093 1187.700 6.305 -2.897
0.737 1187.700 61187.000 341.530 -220.630
0.003 6.305 341.530 2.228 -0.986
24.740 -2.897 -220.630 -0.986 69.072

 , (6.2)

y su inversa Hk−1:

Hk−1 =


89.079 1.795 -0.302 26.710 -32.414
1.795 0.070 -0.007 0.573 -0.654
-0.302 -0.007 0.001 -0.109 0.110
26.710 0.573 -0.109 11.164 -9.731
-32.414 -0.654 0.110 -9.731 11.809

 (6.3)

• De�nir la matriz aumentada Sk y Sk−1para estimar los nuevos β̂R

La matriz aumentada Sk obtenida mediante la ecuación (5.2) es:

Sk =


11.999 2.574 3.540 186.080 0.874 7.031
2.574 9.015 0.011 0.737 0.003 24.740
3.540 0.011 53.093 1187.700 6.305 -2.897
186.080 0.737 1187.700 61187.000 341.530 -220.630
0.874 0.003 6.305 341.530 2.228 -0.986
7.031 24.740 -2.897 -220.630 -0.986 69.072

 , (6.4)

por lo tanto, la matriz Sk−1 calculada es:

Sk−1 =


0.228 5.708 0.118 -0.021 1.852 -2.103
5.708 232.160 4.759 -0.828 73.117 -85.136
0.118 4.759 0.131 -0.018 1.534 -1.746
-0.021 -0.828 -0.018 0.003 -0.279 0.304
1.852 73.117 1.534 -0.279 26.216 -26.831
-2.103 -85.136 -1.746 0.304 -26.831 31.236

 (6.5)

Una vez calculada la matriz aumentada inversa Sk−1, se estiman los nuevos parámetros

mediante la ecuación (5.3). Por ejemplo, utilizando la matriz estimada (6.5), el primer

parámetro será α0 = −1 ∗ (5.708/0.228) = −25.065. Los parámetros estimados mediante

el método propuesto se muestran en la tabla 6.2.
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• Realizar pruebas de hipótesis

Para probar la signi�cancia de los parámetros estimados (en este caso, los estimados

mediante el método propuesto) se utiliza la Prueba de Wald, la cual utiliza el error

estándar estimado mediante (5.4). Por ejemplo, utilizando la matriz calculada (6.3), para

el caso del parámetro α̂0 = −25.0646, el error estándar es
√

89.079 = 9.438. El estadístico

z estimado mediante la ecuación (4.45) será z = −25.064/9.438. Utilizando la función

inversa de la distribución Normal Estándar, obtenemos el valor de probabilidad para la

prueba de hipótesis valor − p = 0.0079, considerando un valor α = 0.05.

La tabla 6.2 muestra los resultados correspondientes a los parámetros estimados; tales

resultados indican que todos los parámetros son signi�cativos y deben ser incluidos en el

modelo. Esto sugiere que las condiciones del contenido de azufre, la temperatura y el tipo

de �uido afectan la vida del intercambiador de calor.

• Estimar la probabilidad de falla Pi

Los modelos ajustados para calcular la probabilidad de falla, la tasa de falla, la tasa

de falla acumulada, la vida media y la mediana para los intercambiadores de calor en

servicio, dados lo covariables se muestran a continuación.

1. Tasa de falla

λ(t|X1, X2, X3) =

9.2358t8.2353 exp (−25.064−X10.5193 +X20.921−X38.1295) (6.6)

2. Tasa de falla acumulada

Λ(t|X1, X2, X3) =

exp (9.2358 log (t) + (−25.064−X10.5193 +X20.921−X38.1295)) (6.7)
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3. Con�abilidad

R(t|X1, X2, X3) =

exp (− exp (9.2358 log (t) + (−25.064−X10.5193 +X20.921−X38.1295))) (6.8)

4. Vida Media (MTTF)

MTTF (X1, X2, X3) =(
exp (−25.064−X10.5193 +X20.921−X38.1295)−

1
9.2358

)
Γ

(
1 +

1

9.2358

)
(6.9)

5. Función cuantíl del modelo

Q(R|X1, X2, X3) =[
− log(R)

exp(−25.064−X10.5193 +X20.921−X38.1295)

]
1

9.2358
(6.10)

Con el modelo de con�abilidad (ecuación 6.8), se estima la probabilidad de falla nece-

saria para la estimación del riesgo utilizado en RBI. Aplicando las consecuencias (ver el

API 581, 2008) para cada intercambiador, se calcula el riesgo estimado. Los resultados se

muestran en la tabla 6.3.

Tabla 6.3: Estimación del riesgo y tiempo de reemplazo
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Cabe mencionar que la probabilidad máxima de la tabla 6.3 se estimó considerando

una meta corporativa para el riesgo de $75,000 expresada en términos �nancieros; con la

probabilidad máxima estimada y la ecuación (6.10) se realizó la estimación del Tiempo

de Reemplazo (TR) en años, para cada intercambiador.

Una vez que los resultados han sido obtenidos, se pueden tomar decisiones acerca

del reemplazo de los intercambiadores en servicio y realizar planes de mantenimiento.

Por ejemplo, considere el intercambiador PR6419-T1 con MTTF = 20.316; su riesgo es

alto dado que su consecuencia �nanciera es alta, y por lo tanto su probabilidad de falla

máxima también lo es. Entonces se podría pensar en reemplazar (o dar mantenimiento) a

los intercambiadores que trabajen con un 6% de azufre, a 315 �F y con un crudo ligero,

en un tiempo menor (o igual) a los 22 años de servicio.

• Validación del modelo ajustado

Para validar el modelo ajustado a los datos de la Tabla 6.2 correspondientes a tiempos

de vida de intercambiadores de calor, se utilizó el método de validación cruzada con

reducción de un dato, el cual se muestra en el capítulo IV, sección 4.8.1.

Dado que el modelo ajustado es utilizado para predicción, es conveniente considerar

R2
PRESS estimada mediante (4.109), la cual está basada en el estadístico PRESS dado

por (4.108), como medida de la capacidad de predicción del modelo ajustado para predecir

nuevas observaciones. Para el modelo ajustado, los estadísticos estimados son PRESS =

8.2022 y R2
PRESS = 0.9749, lo cual respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar

predicciones acerca de la vida de los intercambiadores de calor.

Por ejemplo, para el intercambiador 191-X-25A-T2, el tiempo de falla observado fue

de 20 años y el modelo ajustado pronosticó 19.93 años; para el intercambiador E322-

A-T2 el tiempo observado fue 18 y el modelo pronosticó 17.94. Por otro lado, el valor

pronóstico más alejado fue para el intercambiador 191-X-25A-T1, el cual presentó un

tiempo observado de 25 años y el modelo pronosticó 23.40 años. Lo anterior muestra que
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los estadísticos estimados, determinan adecuadamente la exactitud que presenta el modelo

para realizar predicciones acerca del tiempo de vida del intercambiador.

En base a lo anterior, el riesgo y el tiempo de reemplazo mostrados en la tabla 6.3

son con�ables y pueden ser usados para realizar planes de mantenimiento basados en la

metodología RBI.

6.1.2. Caso 2: Dado en Máquina de Inserción

Molina (2005) realizó un trabajo en el cual deseaba conocer los parámetros de opera-

ción para los cuales el dado de una máquina de inserción de terminales puede incrementar

su tiempo de vida. Las variables operacionales involucradas en el proceso fueron X1 :

Profundidad del Pusher, X2 : Velocidad de Inserción y X3 : Distancia entre alimentador

y cortador, la respuesta es T : Tiempo de falla del dado. Los niveles de las variables

signi�cantes en el proceso de inserción se muestran en la tabla 6.4.

Tabla 6.4: Proceso de inserción: variables y niveles

El autor realizó un diseño experimental 23 aumentado con cuatro puntos centrales, el

diseño y los tiempos de falla correspondientes a cada corrida se muestran en la tabla 6.5.

Para determinar que modelo utilizar, es necesario realizar la prueba Anderson-Darling

para datos completos (ver Capítulo IV, sección 4.1.2). El estadístico estimado corres-

pondiente a la distribución Weibull fue A2
n = 0.4851, con un valor de probabilidad

valor − p = 0.2358, por lo tanto es factible utilizar el modelo Weibull.

Los resultados del ajuste se muestran en la tabla 6.6, incluyendo la comparación entre el

método propuesto y el método convencional de riesgo proporcional. Dado que el número de

condición kc = 10, 512 fue alto, se ajustó el modelo propuesto con un valor de k = 0.007358
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Tabla 6.5: Diseño 23 para el Dado

para estimar los nuevos parámetros. Es importante hacer notar que para este caso, se

utilizó la misma secuencia de pasos detallados en el capitulo V y aplicados en el caso

anterior (caso 1) referente a los intercambiadores de calor. El primer coe�ciente α̂0 de

Tabla 6.6: Resultados del ajuste y comparación

la tabla 6.6 representa el parámetro de escala η̂ y el último coe�ciente β̂W representa el

parámetro de forma β̂ del modelo Weibull; por consiguiente los coe�cientes β̂1, β̂2 y β̂3

son los parámetros que representan los factores operacionales profundidad, velocidad y

distancia respectivamente.

Es evidente que la colinealidad está afectando el modelo, dado que su número de
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condición es grande. Debido a esto, la diferencia en los parámetros estimados mediante

los métodos mostrados es signi�cativa, esto lo podemos comprobar con el valor de proba-

bilidad para la prueba de hipótesis.

El método convencional sugiere que los parámetros 1, 2, 3 y 5 son signi�cativos en

el modelo, siendo que para el modelo propuesto solamente los factores 1, 3 y 5 son sig-

ni�cativos. Este resultado indica que el único factor operacional que está afectando la

con�abilidad del dado, es la velocidad de inserción y en cierta forma, aunque no es es-

tadísticamente signi�cativa la profundidad del pusher.

El modelo de con�abilidad para el dado, considerando los factores operacionales X1 :

Profundidad del Pusher, X2 : Velocidad de Inserción y X3 : Distancia entre alimentador

y cortador, esta representado por (6.11).

R(t|X1, X2, X3) =

exp (− exp (5.824 log (t) + (−25.096 +X12.08 +X23.37−X30.14))) (6.11)

Los resultados de la estimación de la probabilidad de falla y el tiempo medio a la falla

dados los covariables X1, X2 y X3 se muestran en la tabla 6.7. Una vez obtenidos los

resultados, se pueden tomar decisiones acerca del reemplazo de los dados en servicio y

establecer frecuencias de reemplazo basadas en su probabilidad de falla.

Por otro lado, si se deseara aplicar la metodología RBI al igual que el caso 1, se podrían

determinar las consecuencias de la falla en términos �nancieros, estimar el riesgo para los

dados y estimar una probabilidad de falla máxima correspondiente a una meta de riesgo

corporativa.

• Validación del modelo ajustado

Para validar el modelo ajustado (ecuación 6.11), también se utilizó el método de

validación cruzada con reducción de un dato (capítulo IV, sección 4.8.1). En la validación

se consideró el estadístico PRESS calculado mediante (4.108) y R2
PRESS dada por (4.109),

como medida de la capacidad del modelo.
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Tabla 6.7: Estimación de la probabilidad de falla

Los estadísticos estimados para el modelo son PRESS = 2, 230 y SST = 15, 454,

lo que estima R2
PRESS = 0.8613, y respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar

predicciones acerca de la vida de los dados. Por ejemplo para el dado 11, el tiempo de falla

observado fue de 72 horas y el modelo ajustado pronosticó 71.84 horas; para el dado 5 el

tiempo observado fue 79.92 y el modelo pronosticó 79.28. Sin embargo, hubo pronósticos

con mayor error; por ejemplo, el dado 1 presentó un tiempo observado de 135.84 horas y el

modelo pronosticó 159.47 horas. Este margen de error se ve re�ejado directamente en los

estadísticos estimados, es por eso que el estadístico de predicción fue R2
PRESS = 0.8613.

Es posible observar que debido al ajuste, la capacidad de predicción es apenas aceptable

y por consecuencia la R2
PRESS es casi 85%, sin embargo, para este caso se sugiere la

utilización del modelo semi-paramétrico. Para el modelo semi-paramétrico se obtuvo un

PRESS = 0.008 que con respecto a SST = 1.0613, calcula un indicador de predicción de

R2
PRESS = 0.9816, por lo tanto en este caso es mejor opción el modelo semi-paramétrico.

En el caso 3, se muestra una aplicación completa de éste modelo para la herramienta de

corte.
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6.1.3. Caso 3: Herramienta de Corte

Utilizando los datos del diseño publicado por Taraman (1974) y después analizado

por Merrick, Soyer y Mazzuchi (2003), donde: T representa la vida de la herramienta

de corte en minutos, con variables operacionales X1 : Velocidad (fpm), X2 : Tasa de

Alimentación (ipr) y X3 : Profundidad de Corte (inches) respectivamente, se realizó la

aplicación del método propuesto. Es importante mencionar que se utilizaron solo tiempos

de falla completos.

Tabla 6.8: Tiempos de vida de la herramienta de corte

Empleando los datos mostrados en la tabla 6.8, se ajustó un modelo semi-paramétrico,

con el �n de mostrar su utilidad y e�ciencia para realizar predicciones, al igual que el

modelo paramétrico. Los resultados del ajuste se muestran en la tabla 6.9, incluyendo la

comparación entre el método propuesto y el método convencional; dado que el número de
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condición es alto kc = 2.79e + 8, se ajustó el modelo propuesto con valor de k = 0.0288

para estimar los nuevos parámetros.

Se puede observar (tabla 6.9) una gran diferencia entre los coe�cientes estimados

mediante el método actual y el método propuesto, lo cual indica que la colinealidad

afectaba severamente en la estimación, el efecto de la colinealidad también se observa en

el error estándar del coe�ciente, el cual con la estimación del método propuesto se reduce

signi�cativamente. Además, el valor de probabilidad para la prueba de hipótesis (Prueba

de Wald) de los parámetros estimados mediante el método convencional, sugiere que

ningún parámetro es cero, sin embargo el método propuesto indica que solo el coe�ciente

β̂1 no lo es, es decir que solo X1 : la velocidad de corte, afecta la vida de la herramienta.

Tabla 6.9: Resultados del ajuste y comparación

La interpretación de los parámetros se obtiene a partir del valor eβ̂j para cada uno de

los β̂j, esto quiere decir que por cada unidad de incremento en la variable correspondiente,

la tasa de riesgo se aumenta o disminuye según sea el caso. Además, 100(eβ̂j − 1) propor-

ciona el cambio en porcentaje que se produce con cada unidad de cambio en la variable

independiente, re�ejado en la tasa de riesgo, la tabla 6.10 muestra los valores estimados

para cada caso.

Es evidente que al obtener parámetros más estables mediante la utilización del método

propuesto, se obtiene una interpretación diferente acerca del efecto de los parámetros

sobre la probabilidad de falla, es decir, de los factores operacionales sobre la vida de la

herramienta de corte.

Dado que en éste modelo, para estimar la con�abilidad y tasa de falla del compo-
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Tabla 6.10: Comparación de efectos

nente se utilizan como insumo los parámetros estimados (ver capítulo IV, sección 4.3), la

diferencia mostrada en la tabla 6.10 tiene efecto directo sobre la probabilidad de falla es-

timada, por lo tanto, si se utiliza el modelo convencional para estimar tal probabilidad, se

realizarán planes de mantenimiento y frecuencias de reemplazo inadecuadas, incurriendo

en costos por mantenimiento, paros no programados y en caso extremo se puede poner en

riesgo la integridad de los operadores.

• Validación del modelo ajustado

Al igual que los casos anteriores, se utilizó el método de validación cruzada con reduc-

ción de un dato (capítulo IV, sección 4.8.1) para validar el modelo ajustado, considerando

como indicadores el estadístico PRESS y R2
PRESS, como medida de la capacidad de

predicción del modelo.

Los estadísticos estimados para el modelo son PRESS = 0.0014 y SST = 1.865, lo

que estima un R2
PRESS = 0.991, y respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar

predicciones acerca de la vida de la herramienta de corte.

Por ejemplo, las herramientas 4, 16 y 24, con tiempo de falla de 28 minutos, presentan

una con�abilidad de 1, 0.84 y 0.85, considerando sus niveles de covariables X1, X2 y X3

respectivamente. Para estas herramientas el modelo estimó una con�abilidad de 0.99, 0.83

y 0.85, respectivamente. Sin embargo, para la herramienta 23 que tiene una con�abilidad

de 0.4933, el modelo pronosticó 0.4608, representando una diferencia de 0.03247, lo cual

se ve re�ejado en los estadísticos estimados.
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Note que los tiempos de falla de la herramienta de corte, pueden ser representados

mediante el modelo Log-Normal, dado que el valor de probabilidad lo sugiere, valor−p =

0.506, para un estadístico A2
n = 0.324, sin embargo como ya se mostró el modelo semi-

paramétrico es capaz de realizar predicciones con gran certeza e incluso es posible como

en el caso 2, que tenga un estadístico repredicción mejor que el modelo paramétrico, dado

esto, para este caso se decide utilizar el modelo semi-paramétrico.

Con los resultados presentados a través del capítulo, se muestra que el modelo pro-

puesto para la estimación de la probabilidad de falla incorporando los efectos del medio

ambiente operacional, realiza predicciones adecuadas en relación a la vida útil del compo-

nente en cuestión. Por lo tanto, el modelo propuesto representa una opción factible para

realizar estimaciones con�ables de la probabilidad de falla utilizada para la determinación

de frecuencias de reemplazo y planes de mantenimiento, además de su utilización en la

aplicación de la metodología RBI.



Capítulo 7

Conclusiones

El riesgo en la metodología RBI, es una función de la probabilidad de falla, P , del

sistema en estudio y de las consecuencias, C, de su falla (ecuación 1.1). Las consecuencias

dependen del escenario de operación y se establecen combinando métodos de ingeniería

de planta con la experiencia de los expertos. La estimación de la probabilidad de falla,

P , es parte medular en el cálculo del riesgo, por lo tanto, estimar esta probabilidad de

forma adecuada conducirá a la elaboración con�able de planes de mantenimiento para los

sistemas o componentes.

En la estimación del riesgo es necesario incorporar los efectos que el medio ambiente

operacional (condiciones de operación) tiene sobre la con�abilidad del sistema o compo-

nente. De no ser así, se tendrá una modelación poco razonable del comportamiento de

los equipos o componentes y en consecuencia, los planes de mantenimiento serán poco

con�ables; motivo por el cual se desarrolló la presente investigación.

Con este �n, se utilizaron los modelos de riesgo proporcional paramétricos y semi-

paramétricos para estimar la probabilidad de falla incorporando los efectos de factores

operacionales mediante covariables. Sin embargo, como se planteó en el capítulo II, estos

modelos se ven afectados por la colinealidad inherente a la matriz Hessiano, y se mostró

que las conclusiones a las que llegamos utilizando los coe�cientes estimados, sus pruebas

de hipótesis y la probabilidad de falla estimada pueden ser incorrectas. Lo cual nos centra

104
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principalmente en la obtención de parámetros estimados más estables para proporcionar

soporte estadístico a la estimación de la probabilidad de falla y, por consecuencia, al riesgo

calculado para la aplicación de la metodología RBI.

Para esto, se propuso un método alternativo a los modelos de riesgo proporcional

(ver capítulo V), basado en los fundamentos del modelo de Regresión Ridge. El método

consiste en estabilizar la matriz Hessiana mediante la adición de un valor k, con lo cual se

consigue disminuir el efecto de la colinealidad sobre los parámetros β̂j estimados (referente

a los objetivos número 2, 3 y 4); utilizando como indicador de colinealidad el número de

condición kc.

La aplicación de la metodología propuesta a los datos de los intercambiadores de calor

(capítulo VI, sección 6.1.1), en el caso paramétrico Weibull, muestra que la matriz He-

ssiano presenta un número de condición alto, por lo tanto es necesario aplicar el método

propuesto. Se ajustaron los modelos para estimar: con�abilidad de un componente, pro-

babilidad de falla, tasa de falla y vida media considerando factores operacionales, con lo

cual se cumple el objetivo general y el primer objetivo especí�co.

La tabla 6.3 (capítulo VI), muestra los resultados de la estimación de la probabilidad

de falla y el riesgo utilizado los modelos estimados mediante el método propuesto. La

validación de los modelos ajustados sugiere que debido a que los estadísticos estimados

son PRESS = 8.2022 y R2
PRESS = 0.9749, el modelo ajustado es capaz de realizar

predicciones acerca de la vida de los intercambiadores de calor. Por lo tanto, se cumple

con el objetivo de generar una metodología estadísticamente con�able para incorporar

los efectos de factores operacionales sobre la estimación de la probabilidad de falla y su

utilización para la gestión de mantenimiento basado en la metodología RBI.

Por otro lado, en el caso de la maquina de inserción, (capítulo VI, sección, 6.1.2) se

realizó una comparación entre el método convencional de riesgo proporcional paramétrico

Weibull y el método propuesto, para mostrar la disminución del efecto de la colinealidad

sobre los parámetros estimados β̂j, sus pruebas de hipótesis y la probabilidad de falla
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estimada.

Para esta aplicación, el número de condición fue kc = 10, 512. Los resultados mostrados

en la tabla 6.6 sugieren que mediante el método convencional los parámetros 1, 2, 3 y 5 son

signi�cativos en el modelo siendo que para el modelo propuesto los factores signi�cativos

son solamente el 1, 3 y 5. Esto signi�ca que el único factor operacional que está afectando

signi�cativamente la con�abilidad del dado es la velocidad de inserción y en cierta forma

aunque no es estadísticamente signi�cativa, la profundidad del pusher.

Con estos resultados, se muestra que mediante la utilización de los fundamentos del

modelo de Regresión Ridge y diagnósticos de colinealidad adaptados al modelo de riesgo

proporcional, se permite obtener parámetros más estables (referente a la hipótesis general

e hipótesis especi�ca número 1), mostrando un efecto signi�cativo sobre el estadístico de

Wald; es decir el estadístico re�eja el efecto que el gradiente tiene sobre los coe�cientes

estimados (hipótesis 3 y 4). Los estadísticos estimados para la validación del modelo son

PRESS = 2.230 y SST = 15.454 lo que estima un R2
PRESS = 0.8613. Esto respalda que

el modelo ajustado es capaz de realizar predicciones acerca de la vida de los componentes

y es factible utilizarlo para estimar probabilidad de falla, tasa de falla y vida mediadle

componente.

Es conveniente mencionar que en muchas situaciones el modelo de Cox semi-paramétrico

tiene ventajas sobre los modelos paramétricos debido a la estructura del riesgo base. Se

puede decir que el modelo de Cox es igualmente e�ciente que los modelos paramétricos,

incluso aún cuando las asunciones del modelo paramétrico se cumplen, el análisis mediante

el modelo de Cox es más e�ciente (Harrell, 2001).

Lo anterior se ve re�ejado en la capacidad de predicción del modelo, el cual es apenas

aceptable considerando que R2
PRESS es casi 85%. Para este caso se sugiere la utilización

del modelo semi-paramétrico. Este modelo obtiene un PRESS = 0.008 que con respecto

a SST = 1.0613, calcula un indicador de predicción de R2
PRESS = 0.9816, por lo tanto,

para este caso es mejor opción el modelo semi-paramétrico. Debido a la capacidad del
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modelo, el caso 3 (capitulo Vl, sección 6.1.3) muestra una aplicación completa para una

herramienta de corte en un proceso de maquinado.

La tabla 6.9 muestra los resultados del ajuste del modelo semi-paramétrico, incluyendo

la comparación entre el método propuesto y el método convencional; dado que el número

de condición fue alto kc = 2.79e + 8, se ajustó el modelo propuesto con valor de k =

0.0288 para estimar los nuevos parámetros. Podemos observar una gran diferencia entre los

coe�cientes estimados mediante el método actual utilizando únicamente Newton-Raphson

y el método propuesto que estima unos nuevos parámetros. El efecto de la colinealidad

también se observa en el error estándar del coe�ciente, el cual, con la estimación del

método propuesto se reduce signi�cativamente. Además, el valor de probabilidad valor−p

para la prueba de hipótesis (Wald Test) de los parámetros estimados mediante el método

convencional, sugiere que ningún parámetro es cero, sin embargo el método propuesto

muestra que solo el coe�ciente 1 no lo es, es decir, que solo X1 : la velocidad de corte afecta

la vida de la herramienta; con los resultados de éste caso, se comprueban las hipótesis

especí�cas 1-4.

Además, en la validación, los estadísticos estimados para el modelo son PRESS =

0.0014 y un SST = 1.865, lo que estima un R2
PRESS = 0.991. Esto sostiene que el modelo

ajustado es capaz de realizar predicciones acerca de la vida de la herramienta de corte.

Con lo anterior, se demuestra que la aportación es importante, ya que se logró cumplir

con el objetivo de generar una metodología estadísticamente con�able para incorporar los

efectos que el medio ambiente operacional tiene sobre la estimación de la probabilidad

de falla y a su vez del riesgo utilizado para la gestión de mantenimiento basado en la

metodología RBI. Por lo tanto, dado que la probabilidad de falla es estimada de forma

correcta y con�able, se aporta una herramienta para asegurar que los análisis que realice

la gerencia, tengan un soporte estadístico razonable.

En cuanto al trabajo futuro, se pretende extender la metodología propuesta en modelos

como la regresión logística, los cuales también son afectados por la colinealidad debido al
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método de estimación de parámetros. Además, también se considera como trabajo futuro,

utilizar algún otro método de optimización numérica como el Newton-Cauchy o el Quasi-

Newton que realizan modi�caciones al Hessiano para estabilizar la estimación (Nazareth

et. al. 2003).

Otra aplicación e investigación futura sería aplicar modelos de distribución más ge-

nerales como lo es la gama generalizada para la función de riesgo base en los modelos

de riesgo proporcional. Es posible que para modelos como la gamma generalizada la es-

timación de los parámetros sea de alguna manera subóptima, debido a la forma que éste

tipo de funciones presenta. Adicionalmente, se podrían adecuar a los modelos de riesgo

proporcional, algunas otras técnicas existentes para el tratamiento de la colinealidad.
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Anexo A

Apéndice I

Este apartado muestra algunas herramientas y desarrollos necesarios para conformar

la metodología propuesta.

A.1. Matriz aumentada S para estimar unos nuevos β̂R

La matriz I−1(β̂j) de covarianzas, contiene la información sobre la relación multiva-

riante entre cada una de las variables y el resto. El contenido de la matriz de covarianzas

inversa se detalla a continuación (Peña, 2002).

A.1.1.

Por �las y fuera de la diagonal, contiene los coe�cientes de regresión de la variable

correspondiente a la �la explicada por todas las demás, cambiados de signo y multiplicados

por la inversa de la varianza residual. Si llamamos sij a los elementos de la matriz:

sij =
−β̂ij
s2
r(i)

(A.1)

donde β̂ij es el coe�ciente de regresión de la variable j para explicar la variable i, y s2
r(i) es

la varianza residual de la regresión. En la diagonal, contiene las inversas de las varianzas

residuales de la regresión de cada variable con el resto.

sii =
1

s2
r(i)

(A.2)
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A.1.2.

Si se tiene la matriz particionada S, a la variable 1 le llamaremos y, y el resto lo

llamaremos R, entonces:

S =

[
s2

1 cT
1R

c1R SR

]
, (A.3)

donde s2
1 representa la varianza de la primera variable, c1R el vector de covarianzas entre

la primera variable y y el resto; SR representa la matriz de varianzas y covarianzas del

resto. Para obtener su inversa, es necesario estimar la inversa de una matriz particionada.

Supongamos la matriz:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, (A.4)

se puede obtener la inversa de la matriz particionada A, en otra matriz de 2x2 de manera

que los términos diagonales A11 y A22 sean matrices cuadradas no singulares (Peña, 2002),

como se muestra en al ecuacion (A.5).

A−1 =

[
B−1 −B−1A12A

−1
22

−A−1
22 A21B−1 A−1

22 + A−1
22 A21B

−1A12A
−1
22

]
, (A.5)

donde B =
(
A11 − A12A

−1
22 A21

)
. Entonces, para la matriz particionada S, dada en (A.3),

la inversa será:

S−1 =

[ (
s2

1 − cT1RS−1
R c1R

)−1
A12

A21 A22

]
(A.6)

Además, dado que c1R contiene la relación entre la primera variable y con el resto x,

y SR representa la matriz de covarianzas de X, los coe�cientes estimados serían:

β̂1R = S−1
R c1R (A.7)

Para encontrar una relación adecuada, se usa la identidad básica del ANOVA:

SST = SSR + SSE, (A.8)

donde:

SST = s2
1, la varianza de la primera variable.
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SSR = ŷT ŷ

= β̂T1RSRβ̂1R

= cT1RS
−1
R SRS

−1
R c1R

= cT1RS
−1
R c1R

SSE = s2
r(1), donde s2

r(1) es la varianza residual.

Sustituyendo estos términos en la identidad (A.8), obtenemos:

s2
1 = cT1RS

−1
R c1R + s2

r(1)

s2
r = s2

1 − cT1RS−1
R c1R

(A.9)

Si se compara esta expresión (A.9) con la del primer término de la matriz S−1dada en

(A.6), concluimos que el término diagonal primero de S−1es la inversa de la varianza de

los residuos, por lo tanto los términos diagonales de S−1son las inversas de las varianzas

residuales en las regresiones entre cada variable y el resto.

Para obtener la expresión de los términos fuera de la diagonal de S−1, aplicaremos la

fórmula para la inversa de una matriz particionada (A.5).

A12 = −B−1A12A
−1
22

= −[s2
1]−1cT1RS

−1
R

= −[s2
r(1)]−1β̂T1R

(A.10)

Y por lo tanto, las �las de la matriz S−1contienen los coe�cientes de regresión (cam-

biados de signo) de cada variable con relación a las restantes, divididos por la varianza

residual de la regresión. Entonces S−1 puede escribirse:

S−1 =

 s−2
r (1) ... −s−2

r (1)β̂T1R
... ... ...

−s−2
r (p)β̂TpR ... s−2

r (p)

 (A.11)

A.1.3.

Dada la relación anterior, la matriz aumentada para el modelo será:

S =

[
SST Hβ

(Hβ)T H

]
, (A.12)
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donde H representa el Hessiano formado por las 2as derivadas parciales de la función de

log-verosimilitud con respecto a los parámetros, evaluado en los coe�cientes estimados y

SST es análogo a s2
1.

En los modelos de regresión lineal el coe�ciente de determinación R2 representa la

proporción de varianza explicada por el modelo, este coe�ciente se estima:

R2 = 1− SSE

SST
=
SSR

SST
(A.13)

Por otro lado, el coe�ciente R2 para un modelo general está dado por (Madalá 1983),

(Cox y Snell 1989), (Magee 1990), (Nagelkerke 1991):

R2 = 1−
[
L0

Lf

]2/N

(A.14)

Hosmer y Lemeshow (1989) mencionan que éste coe�ciente es análogo al coe�ciente

R2 de regresión múltiple. Dicho lo anterior, y mediante la relación (A.13) y (A.14), SST

se estima como sigue:

SST =
SSR

R2
, (A.15)

donde SSR se estima en la identidad dada en (A.8):

SSR = β̂T Ĥβ̂ (A.16)

Por otro lado, los vectores correspondientes a S12 y S21 de la matriz dada en (A.12),

se estiman como Hessiano (Ĥ) multiplicado por los parámetros β̂j. Como ya se mencionó

en (A.7), los componentes S12 y S21, (es decir c1R y cT1R) representan la relación que existe

entre la primera variable y las demás variables c1R = xTy , la cual puede ser reescrita

como:

c1R = XTXβ = S21 y c1R =
(
XTXβ

)T
= S12 (A.17)

Dada la relación anterior, los componentes S12 y S21, estarán dados por:

c1R = Hβ = S21 y c1R = (Hβ)T = S12 (A.18)
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A.2. Estimación del valor k

Lawless y Wang (1976), propusieron para estimar el valor k:

k =
Pβ

β̂T (XTX)β̂
(A.19)

Para incluir información del ajuste del modelo para la respuesta predicha, se agrega

de la identidad del ANOVA (A.8):

k =
P
[
SST−SSR

n−p

]
β̂T (XTX)β̂

(A.20)

A.3. Estimación de la inversa de la matriz Sk y los

nuevos parámetros β̂R

Aplicando la inversa de una matriz particionada dada en (A.6), obtendremos Sk−1,

la cual contiene la información necesaria para la estimación de los nuevos parámetros

β̂R. Los componentes fuera de la diagonal contienen los coe�cientes (cambiados de signo)

divididos por la varianza residual s−2
r .

Sk−1
12 = −[s2

r(1)]−1β̂T1R (A.21)

Y dado que el componente Sk−1
11 de la matriz es la varianza residual s2

r, los nuevos β̂R

se estiman como:

β̂Rj = −
Sk−1

1j

Sk−1
11

para j = 2, 3, ...p (A.22)

A.4. Pruebas de hipótesis para los parámetros estima-

dos β̂R

El método comúnmente utilizado para realizar las pruebas de signi�cancia a los pará-

metros estimados es la Prueba de Wald (Wald Test), para el cual es necesaria la estimación

del error estándar. Xue et al., en el 2007, demostró que la utilización del pseudo error
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estándar tiene un mejor desempeño con respecto al estimado en el método de Regresión

Ridge. Este pseudo error estándar se calcula como sigue:

se =
[
diag

(
(H + Ik)−1

)]1/2
(A.23)

A.5. Estimación del riesgo Λ̂0 y la con�abilidad Ŝ0(t) del

modelo de Cox

La estimación del riesgo y de la con�abilidad se realiza dependiendo del modelo uti-

lizado, es decir, si el modelo es paramétrico, simplemente se reemplazan los parámetros

estimados en la función de riesgo proporcional y de con�abilidad correspondiente a ese

modelo paramétrico y se realiza la estimación dados los covariables.

λ(t, x) = λ0 exp(Xβ), (A.24)

donde λ0 representa la función de riesgo base paramétrica.

Por otro lado, si el modelo es semi paramétrico, es decir, la función de riesgo base no

tiene una forma especí�ca, existen algunos métodos para la estimación del riesgo, entre los

cuales destaca el propuesto por Breslow (1972) y el propuesto por Kalb�eich y Prentice

(1980).

• El estimador de Breslow

La función acumulada de riesgo Λ̂0 =
t∫

0

λ0(u)du puede ser estimada por:

∧
Λ0 =

∑
j:tj≤t

δj∑
i∈<j exp(βTXj)

, (A.25)

donde, δj = I(Tj ≤ Cj). La función de con�abilidad S0(t) = exp[−Λ0(t)] puede ser

estimada mediante:

Ŝ0(t) = exp[−Λ̂0(t)] (A.26)
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La función de con�abilidad estimada para cada individuo con un valor de covariable

esta dada por:

Ŝ0(t, x) = exp
[
−Λ̂0 exp(β̂X)

]
(A.27)

• El estimador propuesto por Kalb�eich y Prentice (1980)

La con�abilidad acumulada de un individuo con covariables es:

S(T |X) = [S0(T )] exp(Xβ) (A.28)

La con�abilidad base estimada S0(T ) es calculada del riesgo acumulado usando:

S0(T ) =
∏
Tt≤T0

αt (A.29)

El valor de αt es la con�abilidad condicional base al tiempo T , el cual se estima

resolviendo la función de verosimilitud condicional (A.30):∑
d∈Dt

θd

1− αθdt
=
∑
r∈Rt

θr, (A.30)

donde

θr = exp

(
p∑
i=1

xirβi

)
(A.31)

Cuando no existen repeticiones a un tiempo particular, Dt contiene un solo individuo

y la ecuación (A.30) puede ser solucionada directamente:

α̂t =

1− θ̂t∑
r∈Rt

θ̂r


θ̂t−1

(A.32)

Por otro lado, cuando existen repeticiones, la ecuación (A.30) debe ser solucionada

iterativamente. El punto inicial del proceso iterativo es:

α̂t = exp

 −mt∑
r∈Rt

θ̂r

 (A.33)
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Una vez obtenida α̂t, el riesgo base se estima mediante:

h0(Tt) = 1− α̂t (A.34)

El riesgo acumulado es:

Ĥ0(T ) = − log
(
Ŝ0(T )

)
(A.35)

Por lo tanto, el riesgo acumulado considerando covariables es:

Ĥ(T |X) = − exp(Xβ) log
(
Ŝ0(T )

)
(A.36)

Y la con�abilidad acumulada incluyendo covariables será:

Ŝ(T |X) = Ŝ
exp(Xβ)
0 (A.37)


