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Resumen

Hoy en dia, las empresas de clase mundial realizan la optimizaciéon del mantenimiento
de sus equipos mediante estrategias basadas en confiabilidad, con el fin de reducir la
posibilidad de pérdida o daio humano, ambiental y de sus equipos; donde prevenir fallas,
reducir costos e incrementar la seguridad, son factores primordiales. En este contexto,
la metodologia comtinmente aplicada para la inspecciéon y mantenimiento esta basada en
la evaluacion del riesgo, estructurando técnicas de Inspeccion Basada en Riesgo (RBI),
estudios de integridad estructural, mantenimiento estratégico y la estimacion de la vida
remanente de los sistemas o componentes. La metodologia RBI estima el riesgo mediante
el producto de la probabilidad de ocurrencia de las fallas con la consecuencia de la misma
Riesgo; = P; - C;. Considerando que la probabilidad de falla P; es de gran importancia,
estimar tal probabilidad de forma adecuada, es el principal objetivo de la investigacion.

La probabilidad de falla y la confiabilidad de las instalaciones en campo, es afectada
por factores de operacion como la temperatura, el desgaste, parametros de proceso entre
otros. Por consecuencia, la obtenciéon de estimaciones confiables de la probabilidad de
falla P;, depende fuertemente de la incorporacion de los efectos que el medio ambiente
operacional tiene sobre la confiabilidad del sistema o componente. Por lo tanto, es de
interés encontrar modelos estadisticos que se ajusten a datos de tiempo de vida incluyendo
factores operacionales representados mediante covariables

Para este fin, existe el modelo semi-paramétrico y el paramétrico de riesgo proporcional
(Log-Normal, Exponencial, Gamma y Weibull), que incluyen factores operacionales en la
estimacion de la probabilidad de falla (Harrell, 2001).

En los modelos de riesgo proporcional, se encontré que debido al método de ajuste,
refiriéndose especificamente al método de maxima verosimilitud, tales modelos se ven sev-
eramente afectados cuando la matriz de covariables esta correlacionada, es decir presenta

colinealidad ocasionando inestabilidad en la estimaciéon de los parametros.



La funcién de verosimilitud parcial forma una funcién estacionaria lo cual provoca
que la convergencia del método de Newton-Raphson sea lenta, alcanzando soluciones
subo6ptimas.

Ademas, el efecto de la colinealidad se refleja en la varianza estimada para cada
parametro, es decir el error estandar es demasiado grande, trayendo como consecuen-
cia la probabilidad de cometer error en la inferencia realizada para probar la significancia
de las variables en cuestion.

Debido al impacto que tiene la colinealidad sobre la estimacion del riesgo y tomando en
consideracion los avances encontrados en el tema, la presente investigacion se enfoca en el
analisis y soluciéon de los problemas mencionados, tomando en cuenta que tal estimacion
es determinante para la aplicacion de la Inspeccion Basada en Riego (RBI), asi como
la elaboracion de programas de inspeccion, la realizaciéon de planes de mantenimiento y

prevencion de riesgos.
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Capitulo 1

Introduccion

Las tecnologias comtunmente aplicadas para la inspeccién y mantenimiento estan basa-
das en la evaluacion del riesgo, estructurando de alguna forma las técnicas de Inspecciéon
Basada en Riesgo (RBI) incluyendo estudios de integridad estructural, mantenimiento
estratégico y la estimacion de la vida remanente de los sistemas o componentes. El RBI
combina la probabilidad de ocurrencia de las fallas y sus consecuencias. En la evaluacion
del riesgo, la ocurrencia estd expresada en términos de la probabilidad de falla, por lo
que en su estimacion se involucran herramientas de ingenieria de confiabilidad, entre las
cuales se destaca el Analisis Weibull.

Por otro lado, la consecuencia es un parametro relacionado con el escenario o ambiente
operacional donde se encuentra instalado el sistema o componente. Tal parametro, esta
medido en unidades monetarias (términos financieros) o en unidades de area (API RBI,
2008). La informacion obtenida del producto de la probabilidad de falla con la consecuen-
cia, es utilizada en la elaboracion de programas de inspeccién para controlar el riesgo a
falla en los equipos, elaborando planes de mantenimiento; en esto la probabilidad de falla
es de gran importancia.

En RBI el riesgo del i-ésimo componente se define mediante la siguiente ecuacion:
Riesgo;, = P;-C;; i=1,2,...,n (1.1)

Donde Cj; es la consecuencia del ¢-ésimo escenario de eventos que traen como resultado
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la exposicion al riesgo, es decir, una medida del dano o perdida del escenario y P; es la
probabilidad de ocurrencia del escenario 7. La cual esta en funcién del tiempo de vida, t,
del componente en cuestion, y se denota como la funcion de distribucion de probabilidad
acumulada F'(t) (API RBI, 2008). Se puede observar que F'(t) depende directamente de
la vida 1util de la maquina, sistema o componente que se esta analizando, convirtiéndose
por consecuencia en parte importante para el calculo del riesgo, y por lo tanto, el estimar
P; de forma adecuada se torna en tema de investigacion.

Las consecuencias estan relacionadas directamente con el ambiente operacional (o
escenario) donde se encuentra instalado el sistema o componente, lo cual indica que para la
estimacion de P; también es necesario tomar en consideraciéon factores operacionales como
la temperatura, el desgaste, pardmetros de proceso entre otros, que afecten la probabilidad
de falla del componente o sistema.

En la elaboracion de programas de inspeccién es necesaria una estimacion del riesgo,
de la cual la probabilidad de falla, P;, es un ingrediente esencial. Por tanto, es necesario
que las estimaciones que se realicen de P, sean confiables; esto depende fuertemente de la
incorporacion de los efectos que el medio ambiente operacional tiene sobre la confiabilidad
del sistema o componente.

Si el ambiente operacional tiene un fuerte impacto en el desempeno del producto y no
es considerado en la estimacion de la probabilidad de falla, el resultado de los indicadores
de confiabilidad no representa de manera confiable el comportamiento de los equipos
o componentes y por consecuencia, el plan o los planes de mantenimiento basados en
indicadores con éstas caracteristicas, no sera del todo factible debido a la confianza en la
estimacion.

Ademés de las observaciones anteriores, las estimaciones de probabilidad de ocurrencia,
dependen en gran manera de la aplicacion adecuada de las herramientas de ingenieria de
confiabilidad.

Una de las técnicas méas utilizadas para estimar probabilidad de falla basada en datos
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medidos de algin componente, relacionados con su modo de falla es el anélisis Weibull
(aplicacion de la distribucion de probabilidad Weibull), que es 1til por su capacidad para
simular un amplio rango de distribuciones como la Normal y la Exponencial entre otras
(Abernethy, 2008). El primer paso para la realizacion de un andlisis Weibull es la obtencion
adecuada de datos de tiempos de vida. Los datos de tiempo de vida (o ciclos de falla) son
informacion especial dado que se debe conocer la edad de los componentes o sistemas en
cuestion. El concepto de edad puede representar tiempo de operacion, inicio y fin, ciclos
de fatiga, ciclos o tiempo a exposicion de estrés o alta temperatura u otros parametros.

Dadas las caracteristicas anteriores, es de interés encontrar modelos estadisticos que
se ajusten a datos de tiempo de vida que incluyan factores operacionales representados
mediante covariables, o modelos que simplemente sean capaces de representar y pronos-
ticar de cierta forma la vida de los componentes con o sin considerar factores de operacion
segln sea el caso de estudio.

Para este fin, existen algunos modelos tales como el modelo paramétrico y semi-
paramétrico de riesgo proporcional que incluyen factores operacionales en la estimacion
de la probabilidad de falla, asi como los modelos paramétricos Log-Normal, Exponencial,
Gamma y Weibull que utilizan solo tiempos de vida (Harrell, 2001). Generalmente, el
modelo Weibull (inico modelo utilizado en el API 581) representa, en general, de for-
ma adecuada este tipo de informacién, sin embargo, en ocasiones los tiempos de vida
no son compatibles con tal modelo, estos casos motivan a la utilizacién de otros mo-
delos que pueden ser ttiles para representarlos. Con este fin, es necesaria la utilizacion
de herramientas estadisticas para seleccionar el modelo, en algiin sentido, mas adecua-
do. Para esto, se incluyen los modelos Exponencial, Gamma y Log-normal, ademés del
modelo no paramétrico Kaplan Meier, en el caso de la estimacion sin considerar factores
operacionales.

Por otro lado, para estimar la probabilidad de falla considerando los efectos del medio

ambiente operacional (factores de operacién como temperatura, factores de desgaste, paré-
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metros de proceso, etc.), existen modelos tales como los paramétricos o semi-paramétricos
de riesgo proporcional.

Los modelos de riesgo proporcional representan una generalizaciéon de un modelo de
sobrevivencia en forma de un modelo de regresion, el cual esta conformado por la funcion
de riesgo, A(t), multiplicada por la exponencial de los cofactores exp(X ) y es generali-
zado, cambiando la funcion de riesgo A(t) para un tiempo determinado 7', por la funcion
de riesgo A(T'|X) = A(t) exp(X3) para un tiempo de falla, dados los cofactores X.

Dentro de estos modelos de sobrevivencia, el mas usado es el modelo de riesgo pro-
porcional semi-paramétrico de Cox (Cox 1972), el cual es idéntico al modelo de riesgo
proporcional antes mencionado, sin embargo, existe una diferencia importante, ya que el
modelo de Cox, no supone alguna forma especifica para A\(t). Cox argumenta que cuando
se ajusta un modelo de riesgo proporcional, la informacion acerca de A(¢) no es de gran
utilidad al estimar los parametros de interés (3; (Harrell, 2001).

En la revision de los modelos de riesgo proporcional, se encontr6 que debido al método
de ajuste, refiriéndose especificamente al método de méxima verosimilitud, tales modelos
se ven severamente afectados cuando la matriz de covariables esta correlacionada, es
decir presenta colinealidad ocasionando inestabilidad en la estimaciéon de los parametros.
Esto es, el Hessiano que se forma mediante la funcién de log-verosimilitud es inestable
ocasionando problemas en la estimacion de los pardmetros B]—. Por ejemplo, la funciéon
de verosimilitud parcial de Cox, debido a la colinealidad, forma una funcién estacionaria
lo cual provoca que al aplicar el método de Newton-Raphson para su optimizacion, su
convergencia sea extremadamente lenta alcanzando soluciones suboptimas.

Ademés, la colinealidad tiene un impacto considerable en la estimacion de los parame-
tros, lo cual se ve reflejado en la varianza estimada para cada parametro, es decir el error
estandar es demasiado grande, trayendo como consecuencia la probabilidad de cometer
error en la inferencia realizada para probar la significancia de las variables en cuestion.

Para el caso de estos modelos, el objetivo principal es proporcionar estabilidad a
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los pardmetros estimados para que la probabilidad de falla, el riesgo y las conclusiones
que se realicen al aplicarlos sean confiables. Sin embargo, para proponer una soluciéon
a los problemas mencionados es necesario encontrar la forma de estabilizar la matriz
de varianzas y covarianzas con el fin de disminuir el error estandar de la estimacién y
encontrar parametros estimados més estables.

Por otro lado, el método de Newton-Raphson converge lentamente y en ocasiones no
converge o encuentra soluciones suboptimas debido al problema de colinealidad (Sohn
et al., 2009). Para tal problema, se han propuesto algunos métodos adicionales; Gratton
et al. (2009) propusieron la utilizacion de métodos como el quasi-Newton (con linea de
bisqueda) y el método no lineal del gradiente conjugado considerando el comportamiento
de segundo orden de la funciéon objetivo, para problemas de optimizacién si restricciones.
Gratton y Toint (2009) propusieron un método utilizando la aproximacion de subespa-
cios invariantes y ademas plantearon algunas mejoras para el método quasi-Newton en
problemas de optimizacion sin restricciones. Introdujeron las ecuaciones para eigenvalores
aproximados y su utilizacién en la mejora del algoritmo propuesto; ademas, consideraron
el efecto de la colinealidad y el control de la curvatura. Kim et al., en el 2008, publicaron
un algoritmo de nombre gradiente LASSO, el cual es computacionalmente mas estable y
converge més rapidamente al 6ptimo global debido a que no requiere la matriz inversa.

Existen otros métodos de optimizacion utilizados cuando la matriz Hessiano esta mal
condicionada; por mencionar algunos el método de Newton-Cauchy que utiliza el producto
de un multiplicador lagrangeano en la matriz Hessiano (Nazareth et al., 2003), el método
de Newton modificado que propone una modificacién de la matriz Hessiano mediante una
factorizacion de Cholensky (Bonnans et al., 2006) y el quasi-Newton (Nocedal y Wright,
2006) entre otros.

Ademés de los antes mencionados, existen otros métodos de optimizacion como los al-
goritmos genéticos, algoritmos evolutivos y algoritmos inspirados en la naturaleza, entre

otros. Estos métodos, no utilizan la matriz Hessiano para realizar la optimizacion y por lo
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tanto no son afectados por la colinealidad. Sin embargo, como utilizan vectores aleatorios,
en ocasiones no convergen a soluciones globales (Ashlock, 2005). Considerando el enfoque
mencionado, Gonzélez et al., en el 2008, realizaron una comparaciéon entre algunos al-
goritmos evolutivos y el método de Newton-Raphson; utilizados en la optimizacion de
la funciéon de verosimilitud parcial del modelo de riesgo proporcional de Cox. Adicional-
mente, Gonzalez et al. (2009) presentaron un método hibrido de optimizacion utilizando
Newton-Raphson, un algoritmo evolutivo basado en la distribucién normal y un perfil de
verosimilitud.

Es evidente la importancia del método de optimizacion para la estimaciéon de los pa-
rametros 3; en el modelo de riesgo proporcional, sin embargo, generalmente se utiliza el
método de Newton-Raphson para optimizar la funcién de log-verosimilitud debido a las
propiedades de la matriz Hessiano. Esto es, para realizar la inferencia de los parametros
estimados mediante el método de méaxima verosimilitud (que se muestra a detalle en el
capitulo IV, seccion 4.1.4), se utiliza la matriz de informacion esperada, que es la matriz
Hessiano calculada en el método de Newton-Raphson (Pham, 2006), (Harrell, 2001). Dado
que los métodos alternativos de optimizacion realizan modificaciones a la matriz Hessiano
(algunos en cada iteracion) y considerando que se utilizara el método de méxima verosi-
militud para la estimacion de los parametros debido a la existencia de datos censurados,
no es conveniente en este caso, la utilizacion de los métodos alternativos.

Existen investigaciones relacionadas especificamente con la optimizacién de la funcion
de log-verosimilitud; Scheike et al., en el 2007 encontraron que los modelos de Breslow
(1972) y Efron (1977), realizaban estimaciones sesgadas, y propusieron un método llamado
algoritmo EM (expectacion-maximizacion). El algoritmo propuesto conduce a resultados
similares al método de Efron, por lo que es una buena opcién para realizar andlisis con
estas caracteristicas.

Sy et al. (2000) mencionan que algunos datos de falla son tomados de poblaciones en

las cuales algunos sujetos son susceptibles y otros no a eventos de interés. La muestra
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obtenida contiene tipicamente muchos datos censurados por lo cual un analisis de con-
fiabilidad comtin puede, muchas de las veces no ser el apropiado. En estas situaciones,
consideraron utilizar un modelo de tratamientos (cure model), el cual fue extendido a
la utilizacion del modelo de Cox. Este modelo utiliza técnicas de maxima verosimilitud
para estimar los parametros y la inversa de la matriz de informacion observada y calcular
los errores estdndar del modelo. Se utilizo el método Newton-Raphson para la obtenciéon
de los parametros de manera simultanea, el cual mostré ser muy sensible con distintos
valores de inicio y provoco divergencia en el método. Se propone que los parametros sean
obtenidos de manera alternada. Sevcovic et al. (2005) propusieron un método de nombre
minmax de 2 fases, para estimar los parametros de un modelo CIR (Cox, Ingresoll and
Ross).

Considerando el efecto de la colinealidad en el modelo de riesgo proporcional de Cox,
Xue et al., en el 2007 propusieron generalizar la Regresion Ridge y aplicarla al modelo
este modelo. En su trabajo, realizaron un anélisis de simulacién para probar el estimador,
comparandolo con el método de verosimilitud penalizada propuesto por Verweij y Van
Houwelingen (1994).

Por lo tanto, si es posible representar el modelo de Cox de una forma lineal como
lo propone Xue, es decir como una regresion lineal, es posible aplicar los métodos de
diagnostico de colinealidad y reducir el problema mediante técnicas ya conocidas, ademas
de realizar una generalizacion para otros modelos.

Por otro lado, Wax (1992) presenté un trabajo acerca de algunos diagnosticos de
colinealidad en la estimacion del riesgo relativo, es decir herramientas para probar la
magnitud y fuente de la colinealidad entre co-variantes en los modelos de regresion de
riesgo relativo. El autor muestra como extender la utilizacién de herramientas como el
indice de condicién, descomposicion de la varianza en proporciones y factores de inflacion
de la varianza, en modelos de verosimilitud y verosimilitud parcial para modelos de riesgo

proporcional.
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Debido al impacto que tienen las deficiencias mostradas sobre la estimacion del riesgo
y tomando en consideracion los avances encontrados en el tema, la investigacion se enfoca
de cierta forma en el anélisis y solucion de los problemas mencionados, tomando en cuenta
que tal estimacion es determinante para la aplicacion de la Inspeccion Basada en Riego
(RBI) asi como la elaboracion de programas de inspeccion, la realizacion de planes de
mantenimiento y prevencion de riesgos entre otros, cuando es necesario considerar factores
de operacion en la estimaciéon de la probabilidad de falla.

El presente documento esta estructurado en siete capitulos. En el capitulo dos, se
describe el problema, los objetivos, las hipdtesis de trabajo y los resultados esperados.
En el capitulo tres se describen algunos trabajos relevantes relacionados con el problema
planteado, hallazgos y posibles soluciones. El capitulo cuatro incluye las herramientas
necesarias para la estimacion de la probabilidad de falla, asi como también el modelo de
riesgo proporcional en el cual se basa la metodologia propuesta para la presente diser-
tacion. Ademas, se presentan algunas herramientas de diagnostico para los efectos de la
colinealidad.

En el capitulo cinco se plantea la metodologia para dar estabilidad a los pardmetros
estimados en el modelo de riesgo proporcional cuando existe colinealidad, es decir, la
estimacion de parametros més estables en el modelo de riesgo proporcional para el calculo
de probabilidad de falla considerando factores operacionales, aplicado en la estimacion
del riesgo mediante la metodologia RBI. En el capitulo seis se muestra la aplicaciéon y
resultados obtenidos en la utilizacion de la metodologia propuesta. Por tultimo, en el
capitulo siete se desarrollan las conclusiones de la investigacion y comentarios referentes

al trabajo futuro.



Capitulo 2

Planteamiento del Problema

El presente capitulo esta estructurado para presentar el problema y su entorno, los
objetivos generales y especificos, las hipotesis, el enfoque de solucion y los resultados

esperados; todo esto a través de secciones, para facilitar su seguimiento.

2.1. Descripcion del Problema

El riesgo en RBI, es una funcién de la probabilidad de falla P del sistema en estudio
y de las consecuencias, C, de su falla (ecuacion 1.1). Las consecuencias dependen del
escenario de operacion, estas se establecen combinando métodos de ingenieria de planta y
la experiencia de los expertos. Para mayores referencias al respecto, se remite al lector a la
norma API 581 (2008). La probabilidad de falla P(t) estd en funcion del tiempo de vida ¢
(o vida 1til) del componente en cuestion, y es parte medular en el calculo del riesgo. Por
lo tanto, estimar esta probabilidad de forma adecuada se torna en tema de investigacion.
Esto conducird a la elaboracién adecuada de planes de mantenimiento de los sistemas o
componentes.

La modelaciéon de tiempos de vida se realiza con los llamados modelos de tiempo de
vida entre ellos destacan: El modelo Exponencial, Weibull, Log-normal y Gamma. En la
estimacion del riesgo, es necesario incorporar los efectos bajo los cuales el equipo es oper-

ado (medio ambiente operacional como temperatura, factores de desgaste, parametros de
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proceso, etc.); que afectan directamente la confiabilidad del sistema o componente. De no
ser asi, se tendra una modelaciéon poco razonable del comportamiento de los componentes
y en consecuencia, los planes de mantenimiento seran poco confiables.

El efecto de las condiciones de operacion sobre la probabilidad de falla puede incorpo-
rarse a los modelos de tiempo de vida a través de covariables. En tal caso los modelos se
llaman de regresion. Estos pueden clasificarse como paramétricos o semi-paramétricos, de-
pendiendo de las suposiciones realizadas acerca de la distribucion estadistica de los datos
en estudio (Harrell, 2001). Los modelos paramétricos de regresion considerados en este
trabajo son: Exponencial y Weibull mientras que el modelo semi-paramétrico contemplado
es el de riesgo proporcional de Cox.

Generalmente, el modelo Weibull (inico modelo considerado en el API 581, 2008)
representa de forma adecuada este tipo de informacion, sin embargo, en ocasiones éste
no presenta un buen ajuste, por lo que es necesaria la inclusién de modelos que pueden
ser mas confiables y de mayor utilidad. Ademas, es necesario incluir la aplicaciéon de
herramientas estadisticas que permitan medir la bondad del ajuste de los modelos y la
seleccion entre ellos.

Los modelos de riesgo proporcional paramétricos y el modelo semi-paramétrico de Cox,
son una generalizacion de un modelo de sobrevivencia en forma de un modelo de regresion

del tipo X; y es definido mediante la siguiente expresion:
A(t[X) = A(t) exp(X ), (2.1)

donde A(t) es la funcion de riesgo base, X = { X1, Xo, ..., Xx} es una matriz de covariables

“

(o de diseno) , B es un vector de parametros de regresion y “ | “ es el simbolo usual
para condicionar; leyéndose entonces “t dado X”. Para los modelos paramétricos A(t) es
representada por la funcion de tasa de fallas, lo que para el modelo semi-paramétrico A(t)
puede ser completamente desconocida sin afectar la estimacion de los coeficientes 3 del

modelo (Harrell, 2001). Para estimar los parametros del modelo (2.1), Cox (1972) propuso

la funcion de verosimilitud (ver capitulo IV, seccion 4.3) definida como:
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exp (67 X(5))
ZieRj exp (BTXZ) ’

mientras que su logaritmo, la funcion log-verosimilitud, es:

L(8) - ZNj {50 108 |2, o730} (2.3

Una cantidad considerable de repeticiones en los tiempos de vida crea un problema que

(2.2)

j=1

requiere ser considerado en la estimacion de los coeficientesdel modelo (Delong et al.,
1994). Para minimizar el problema Breslow (1974) sugiere la funcion de log-verosimilitud
parcial para datos con pocas repeticiones:

N

Lp(B) =) {6T D rep, X1~ djlog {Z% exp(ﬂTXi)] } , (24)

J=1

y para una muestra con un ntmero considerable de repeticiones Efron (1977) sugiere:

LE(ﬁ) =
Z ca ZIEDJ‘ X = i: log [Zie%_j exp(ﬁTXi) — (k—=1)/d, Z exp(ﬁTXi)] (2.5)

En ambas ecuaciones, N denota la cantidad de los tiempos de falla observados, I € D;
donde D; representa el conjunto de todos los individuos que fallaron en un mismo tiem-
po t;. Por otro lado, i@ € R, representa el conjunto de riesgo en el tiempo t; : R; =
{i: X; > t;}. Cuando no existen repeticiones, ambas funciones se reducen a la verosimi-
litud parcial de Cox (ecuacion 2.3).

En una revision detallada, se encontré que los modelos de riesgo proporcional se ven
afectados cuando una o méas columnas de la matriz de covariables son linealmente de-
pendientes (presenta correlacion entre las variables explicativas del modelo), ocasionando
inestabilidad en la estimacion de los parametros, a este problema se le conoce como co-

linealidad. Ademas, la matriz Hessiano que se forma obteniendo la segunda derivada de
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la funcién de log-verosimilitud, es inestable ocasionando problemas de convergencia en la
estimacion de los coeficientes Bj.

Por ejemplo, la aproximacion de Breslow (ecuacion 2.4), alcanza soluciones subopti-
mas, debido principalmente a la estructura del Hessiano, H, definido en la ecuacion (2.6).
Los regresores estan representados de manera lineal, los cuales al derivar la funcion de log-
verosimilitud, el resultado los sigue conteniendo indistintamente, ocasionando correlacion
en la estructura debido a los parametros. Ademaés, si la matriz de variables independientes
presenta colinealidad, el problema de inestabilidad de los coeficientes se agrava.

- O*L(p) _ i D ier, exp(fX;) X B D ier, exp (3" X;)X; > (2.6)
» Ez‘eRj exp(f7X;) ZieRj exp (7 X;)

J=1

Debido a la complejidad de la funcion log-verosimilitud, es necesaria la aplicaciéon de
un método numérico para su optimizaciéon; en general y en el presente trabajo se utiliza
el método de Newton-Raphson (Sun et al., 2006), (Nazareth et al., 2003).

Como se mencion6 anteriormente, el Hessiano utilizado por el método de Newton-
Raphson para optimizar la funcion de log-verosimilitud presenta inestabilidad debido a
problemas de colinealidad. Por consecuencia, la funcién tiende a formar valles en la zona
del 6ptimo (Figura 2.1), ocasionando la existencia de multiples valores para el vector de
parametros, que estiman el mismo punto 6ptimo, por lo que la eleccién de los coeficientes,
en estos casos serd suboptima.

Al Hessiano H, se le conoce también como la matriz de informaciéon de Fisher cuya
inversa H~!, es la matriz de varianzas y covarianzas de los parametros estimados. En-
tonces, haciendo uso de esta matriz, transformada a una matriz de correlaciones, es posible
observar que las relaciones lineales entre las columnas, afectan la estimacion de los co-

eficientes, sus intervalos de confianza y sus pruebas de hipo6tesis. Asi por ejemplo, una

. , 1 ., .
matriz de (2x2), serd H.prr = . ;21 , donde (r12) es la correlacion entre las varia-
12
bles (Xi, X3). Si las variables (X, X3) no estan correlacionadas (ortogonales entre si),

10

0 1 } y el vector B serd estimado por

entonces r9; = 7119 = 0, por lo que H~! = [
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Figura 2.1: Funcion de Log-Verosimilitud
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Por otro lado, la inversa del Hessiano en forma de correlacién, H_!

corr’

-1
Hcorr - T12

(1-Ri,) (1-Rfy)

1 %%2 17}%2
(-RL) (-Rh) | (2.7)

donde RY, es el coeficiente de determinacion multiple entre la variable X y las demas

(p—1) variables de X, lo cual implica que a medida que la colinealidad crece, (r,, — 1), los

elementos de la diagonal principal tienden a infinito y los elementos fuera de la diagonal

principal tienden a +oo dependiendo del signo de r;;. Por lo que el componente Bj estimado

por el método de Newton-Raphson bajo estas condiciones, tendra un valor sobre estimado

proporcional a la combinacion lineal correspondiente al valor de los elementos de H 1.
Suponga por ejemplo que o =0.98, representa la correlacion positiva entre las varia-

25.2525  —24.7474

-1 _ : .
bles (X1, X3), por lo que H_,, = 947474 959525 y los coeficientes estimados

- [252525  —247474 7 [ g - -
para este caso 3 = { 94 TATA 959595 } {92 ], son (31 = [25.2525¢; — 24.7474gs]

para el caso del primer parametro y By = [—24.7474g; + 25.25254¢5] respectivamente.
Note que la diagonal de H_! contiene el valor de inflacion de la varianza (VIF) para cada
parametro, (el término VIF, se explica a detalle en el capitulo IV, seccion 4.5)

De lo anterior, se observa que los coeficientes estan sobre estimados y que ademaés

representan el efecto de la combinacion lineal de las variables (X7, X5) sobre el gradiente.



CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 14

Cuando se trabaja con la matriz de correlacion (como es este el caso), el valor esperado
o6ptimo del elemento diagonal de la inversa es 1, asi la diferencia de 1 al VIF, es lo que
sobre estima al coeficiente.

El gradiente y la relacion lineal entre las columnas del Hessiano juegan un papel
determinante en la estimacion de los parametros, por lo que al evaluar la significancia de
los coeficientes estimados se debe considerar el gradiente como lo establecen Mela et al.
(2002).

Para percibir la inestabilidad en la estimacion de los coeficientes, se analiza la varianza
de (3, la cual es estimada por V(3) = 02H ! (o alternativamente por V(3) = o2 Xp: 1/A;)
donde \; es el j—ésimo eigenvalor, que representa la proyeccion de los vectores ﬁlafj(}i de H
sobre el eigenvector v; asociado a A;. Si existe colinealidad, \; tenderé a cero. Por tal razon,

N N p
la varianza del vector 3, V(B) = 02> 1/\; — oo por lo que su valor esperado estaré
j=1

A A p
muy lejos del vector verdadero 3 debido a que E(373) = 78+ 0% > 1/\; = 13 + .
=1

Observe que para este caso la prueba de Wald, basada en el estadistico W = B/ i 1/
como lo mencionan Hauck et al. (1977), tiende a cero. "~

Para el ejemplo anterior, A\; = 1.98 y Ay = 0.02, por lo que el vector de coeficientes
estimados sera ¢%(1/1.98 + 1/0.02) = 50.500%, mayor que el valor verdadero. Este in-
cremento de 50.5002 en la varianza de la estimacion de B, produce inestabilidad en los
coeficientes estimados de tal manera que para diferentes muestras, los coeficientes esti-
mados pueden cambiar de signo (Montgomery et al., 2006). Un cambio de signo en los
coeficientes estimados para los modelos de riesgo proporcional, tiene un fuerte impacto,
ya que estos modelos, toman los coeficientes estimados como insumo para asignar el riesgo
debido a una covariable.

Como se mostro, los modelos de riesgo proporcional no son robustos ante problemas de
colinealidad. Para ilustrarlo, en la Tabla 2.1 se muestra una matriz de datos experimentales

que presentan problemas de colinealidad (Montgomery et al., 2006); con estos datos se
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ajusto el modelo de riesgo proporcional de Cox mediante la ecuacion (2.3).

Tabla 2.1: Datos e)_iperimentales

Factores Respuesta
X1 ¥ X3 Tiempo Censura
1300 150 0.012 4900 1

1300 9.00 0.012 50.20 1
1300 11.00 0.012 50 50 1
1300 13.50 0.013 48,50 1
1300 17.00 0.014 4750 1
1300 23.00 0.012 44.50 1
1200 530 0.040 78 00 1
1200 750 0.038 31.50 1
1200 11.00 0.032 34.50 1
1200 1350 0.026 35.00 1
1200 17.00 0.034 38.00 1
1200 23.00 0.041 18.50 1
1100 530 0.064 15.00 1
1100 7.50 0.098 17.00 1
1100 11.00 0.092 20.50 1
1100 17.00 0.086 29 50 1

Una forma para determinar si la matriz de datos contiene colinealidad, es mediante
el andlisis del eigensistema, es decir estimando el nimero de condiciéon k. de la matriz de

covarianza (Montgomery et al., 2006), el cual se obtiene mediante:

A
f, = Lmar (2.8)

/\min
donde, \,q; representa el eigenvalor mayor y A,.;, el eigenvalor menor.

La matriz de informacion estimada H (), para los datos de la Tabla 2.1, es

) 0.0296 —0.0978 28.843
H™Y(B) = | —0.0978 0.5076  —24.089 (2.9)
28.843  —24.089 69018

Los eigenvalores para esta matriz son [473.69, 1.9426, 1.44e — 005], y el numero de
condicion es k. = 3.27e + 007. Siendo que es mayor que el recomendado de 100 (Mont-

gomery et al., 2006), entonces se concluye que existen fuertes problemas de colinealidad.
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Ademas, la matriz de correlacion y su inversa son:

1 0.9362 —0.8993 ]
Hepr(3) = | 0.9362 1 —0.8163 (2.10)
| —0.8993 —0.8163 1

[ 6896.6 —1724.2 5172.5
H! (3)=| —1724.2 1567.7 —157.03 (2.11)
| 51725 —157.03 5016

~

Los elementos sobre la diagonal de la matriz de informacion estimada H~'(3), son los
errores estandar de los coeficientes estimados. Ahora, si observamos los valores (VIF) en
la diagonal de la inversa de la matriz de correlacion, lo recomendado es un valor entre 1
y 10 (Montgomery et al., 2006), entonces al observar que los valores sobrepasan el limite
superior, se concluye que el proceso de estimacion se ve afectado, debido a la colinealidad
inherente al Hessiano.

Obsérvese, ademés, que debido a la magnitud de los elementos en la diagonal, el es-
tadistico de Wald tiende a ser cero afectando por consecuencia el valor de la significancia
de la prueba para el coeficiente. En particular, para el coeficiente 33, el estadistico calcu-
lado es W3 = =225 — _(.0085512.

V69018
Con esta breve discusion, se plantea que las conclusiones a las que llegamos utilizando

los modelos de riesgo proporcional pueden ser incorrectas. Esto sugiere la necesidad de
realizar investigacion para eliminar o disminuir los efectos que la colinealidad inherente
que el Hessiano tiene sobre los coeficientes estimados, sus pruebas de hipotesis y la pro-
babilidad de falla estimada. Por consecuencia, cualquier programa de inspecciéon que se
desarrolle basado en el riesgo calculado, tendra mayor certeza estadistica.

Conforme a la discusion anterior, surgen las siguientes preguntas de investigacion:
., Coémo asegurar que los Bj estimados no presentan inestabilidad debido a la colinealidad?
., Como asegurar que la estimaciéon de los pardmetros es adecuada y similarmente, la
probabilidad de falla estimada en un modelo de riesgo proporcional?

..Como estabilizar la matriz Hessiano para que la varianza disminuya y aumente la es-

tabilidad de los pardmetros estimados? ; Con la estabilidad de los pardmetros se obtendran
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mayor certeza estadistica en la probabilidad de falla estimada? ;Es posible generalizar el
método de estimacion para los otros modelos utilizados en la estimacioén de probabilidad
incluyendo covariables?

En los modelos de regresion lineal multiple se utiliza la Regresion Ridge (Montgomery
et al., 2006) como estrategia para la estimacion de los parametros en presencia colineali-
dad, debido a que, tal problema conduce a una estimaciéon menor de los cuadrados medios
del error con respecto a la estimacion por méaxima verosimilitud (Pina, 2005), lo cual
representa una posibilidad para la solucién del problema planteado.

Xue et al., en el 2007, estudié el impacto que la colinealidad tiene sobre el modelo
de Cox, y propuso una adaptacion del método de Regresion Ridge, mostrando en su
investigacion que la funcion de verosimilitud parcial (ecuacion 2.2) es equivalente a la

funcion de verosimilitud de n realizaciones de variables aleatorias independientes Poisson

Y;

i

de Y;; es:

donde Yjo =1y Y;; =0parai=1,...,ny j=1 ..m para esto el valor esperado

_ p(67x1]>
ZZZO P (ﬁv zil)

Lustbader (1986) demostré que un modelo de regresion de Poisson puede ser reformu-

EY,;] = Py para j =0,1,...,m; (2.12)

lado como un modelo de regresion lineal:
U=Dp+c¢, (2.13)

donde D representa la matriz de diseno, 3 el vector de parametros del modelo a esti-
mar y € un error aleatorio. Las hileras de la matriz de diseno D (D tiene la dimension
> (m;+1)-p) tienen la forma:

Py (kij — ki) (2.14)

donde k;; = 0logp(B,x:;)/0(8) v ki = S Pakij. Bajo un modelo log-lineal de riesgo
relativo k;; = z;;. La matriz de diseno D es equivalente a la matriz de covarianza en la
regresion lineal, excepto que utiliza la distancia de k;; a la media del riesgo k;. Tal distan-

cia, es conocida como la distancia euclidiana; sin embargo en presencia de colinealidad,
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la distancia calculada no es del todo confiable. Los elementos del término residual son:

_ Y — by

5 para j=0,1,...m;; i=1,...n (2.15)

5ij

De la formulacion del modelo lineal presentado en la ecuacion (2.13), por minimos

cuadrados se puede obtener el estimador lineal de j3:

A

3= (D'D)"'DTU (2.16)
Por consecuencia el estimador del modelo lineal de Regresion Ridge es:
Br=(D'D+kENT'DTDS | (2.17)

donde k es una constante que requiere ser estimada y (ﬁTﬁ) es la matriz de informacion
estimada para el modelo de Cox.

El modelo presentado por Xue, se realizdé bajo el supuesto de que no existen datos
censurados y repeticiones en la muestra de tiempos de falla, por lo que representa una
desventaja. Ademads, se observa que construye una matriz de disefio supuesta D (donde
DD =H (B)) para realizar la estimacion por minimos cuadrados, lo que sugiere distintas
posibilidades para proponer la solucion.

Debido al impacto que tienen las deficiencias mostradas sobre la estimacion de la
probabilidad de falla, la presente investigacion se enfoca principalmente en el andlisis y
solucién de los problemas mencionados resaltando la importancia de tal estimacion sobre
el calculo del riesgo en la aplicacion de la Inspeccion Basada en Riesgo (API RBI 581,

2008).

2.2. Hipotesis

A continuacion se presentan las hipotesis necesarias para el desarrollo de la presente
disertacion, las cuales deberan ser demostradas mediante el desarrollo y aplicacion de la

metodologia propuesta.
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2.2.1. Hipétesis General

La utilizacién de los fundamentos del modelo de Regresion Ridge adaptados al modelo
de riesgo proporcional, para tiempos de falla con censura y repeticiones, permite obtener
parametros mas estables y por consecuencia estimaciones de probabilidad de falla mas

confiables.

2.2.2. Hipétesis Especificas

1. Es posible a través de un modelo generalizado identificar y minimizar el problema
de colinealidad en los modelos de riesgo proporcional tanto en el caso paramétrico

como en el semi-paramétrico.

2. Es posible obtener estimaciones de los coeficientes del modelo de regresion, mas
estables que los estimados mediante el método de Newton-Raphson, sin reconstruir

la matriz de diseno.

3. Es posible incorporar el efecto que el gradiente tiene sobre la estimacion de los
coeficientes de regresion y sus pruebas de hipotesis cuando se aplican los modelos

no lineales.

4. Es posible que la obtencion de parametros mas estables tenga efecto en el estadistico
Wald que se usa para realizar la inferencia de los coeficientes en los modelos de
regresion no lineales, es decir, que el estadistico refleje el efecto que el gradiente

tiene sobre los coeficientes estimados.

2.3. Objetivos

Para la disertacion se plantean los siguientes objetivos, que definen los propositos

especificos de la presente investigacion.
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2.3.1. Objetivo General

Generar una metodologia estadisticamente confiable para incorporar los efectos que el
medio ambiente operacional tiene sobre la estimacion de la probabilidad de falla y a su

vez del riesgo utilizado para la gestion de mantenimiento basado en la metodologia RBI.

2.3.2. Objetivos Especificos

1. Establecer criterios para la realizacién de un modelo de andlisis que nos permita
estimar: confiabilidad de un componente, probabilidad de falla, tasa de falla y vida

media o remanente, para el desarrollo de planes de mantenimiento basados en RBI.

2. Dar estabilidad y confianza estadistica a los coeficientes estimados para los modelos
de riesgo proporcional ajustados a datos de tiempos de vida de un producto o
sistema, a través de eliminar (o minimizar) los efectos de la colinealidad inherente a
la estructura del Hessiano, para incrementar por consecuencia la certeza estadistica

en la estimacion de la probabilidad de falla P; y el riesgo estimado en RBI.

3. Encontrar la forma de mejorar la matriz de covarianzas para disminuir el proble-
ma de colinealidad y por consecuencia dar estabilidad a los parametros estimados,

ademés de disminuir la varianza de la estimacion.

4. Dar estabilidad a los parametros Bj para que el riesgo estimado y las conclusiones

que se realicen al aplicar la metodologia sean confiables.

2.4. Justificacion

COMIMSA, en su Gerencia Region Sur y Gerencia Region Marina realiza anélisis de

riesgo en plantas de procesos petroquimicos con el proposito de asegurar que:

e Las plantas operen exitosamente.
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e Optimicen el uso de sus recursos.

e Mejoren el rendimiento de los activos de la instalacion.

La gerencia realiza estos estudios basados en la metodologia de Inspeccién Basada en
Riesgo (RBI) haciendo uso de normas tales como el API-581, para calcular el riesgo con
el cual se realizan los planes de mantenimiento.

Por lo tanto, dado que el riesgo es una funcion de la consecuencia de la falla C' y su
probabilidad de falla P, la gerencia necesita que la probabilidad de falla sea estimada de
forma correcta y confiable para que sus andlisis tengan un soporte estadistico razonable.

El plan de mantenimiento que se realiza actualmente estd basado en la experiencia
del encargado y en las especificaciones de diseno de los componentes, presentandose dos

posibles casos:

1. El componente presenta falla después del tiempo especificado por el fabricante. Esto
tiene por consecuencia un sobre mantenimiento e implica un costo (por inspeccion).
Por ejemplo, si se planea que el componente fallard en 5 meses y el componente
falla en 10 meses, se realiza un 50 % més del mantenimiento. La causa general es
que el componente opera en condiciones menos severas que las establecidas por el
fabricante en el laboratorio. Considerando que el laboratorio no es especificamente
el contexto operacional, entonces existen factores operacionales que estan afectan-
do directamente la probabilidad de falla, los cuales deben ser considerados en su

estimacion.

2. El componente presenta falla antes del tiempo especificado por el fabricante. En este
caso, hay que revisar si el componente es de alto riesgo y sus posibles consecuencias.
Ademas, es necesario realizar un anélisis profundo para determinar que factores
operacionales estan influyendo en su probabilidad de falla (procedimiento, materiales

o capacitacion).
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En ambos casos, es necesario, sin comprometer la integridad del componente o equipo,
reestablecer la frecuencia de mantenimiento basandose en el riesgo establecido para cada
caso y, si es necesario realizar un re-acondicionamiento, una sustituciéon o el rediseno

correspondiente. Dado lo anterior, es evidente que las necesidades de la gerencia son:

1. Determinacion y caracterizacion del tipo de datos (tiempos de falla y datos censura-

dos).

2. Considerando que el API-581 utiliza solo el modelo Weibull, se requieren las he-
rramientas necesarias para estimar probabilidad de falla, vida remanente y tasa de

fallas entre otros indicadores, para tal modelo utilizando solo tiempos de vida.

3. En caso de que el modelo Weibull considerando en el APT 581 no sea adecuado, es
necesario la realizacion de una seleccion del modelo que mejor describa los datos de
tiempo de vida (Exponencial, Gamma, Weibull y Log-Normal) para la estimacion
de probabilidad de falla, vida remanente y tasa de fallas, sin considerar factores

operacionales.

4. Adicionalmente, es necesario un modelo para estimar la probabilidad de falla, vida
remanente y tasa de fallas (entre otros indicadores), considerando tiempos de vida

y factores operacionales.

La presente investigacion se centra principalmente en el punto niimero cuatro referente
a los modelos de riesgo proporcional, especificamente en obtener parametros estimados
mas estables, con el fin de proporcionar soporte estadistico a la estimaciéon de la probabi-
lidad de falla y, por consecuencia, al riesgo calculado para la aplicacion de la metodologia
RBI. Sin embargo, los puntos 1-3, también se desarrollardn de manera adicional como

entregable para uso de la gerencia.



Capitulo 3

Revision Bibliografica

En este capitulo se presenta el estado del arte referente al enfoque de incluir en un
modelo, los factores operacionales que influyen en la estimacion de la probabilidad de
falla, la estimacion de sus pardmetros en presencia de colinealidad y los métodos de diag-
nostico del problema, ademés de su utilizaciéon y principales desarrollos, para estabilizar
sus parametros estimados y por consecuencia mejorar la confianza de la probabilidad de

falla estimada.

3.1. Antecedentes

En el proceso de revision de trabajos relevantes relacionados con la estimaciéon de
confiabilidad considerando variables operacionales, se observo que la mayoria de las apli-
caciones se han desarrollado en el campo de la medicina como lo muestran Molinero
(2001), Liu et al. (2009), Corpas y Lara (2009), Laubender y Bender (2009), Kreike et al.
(2010) entre otros.

Por otro lado, en este proceso inicial de revision, se realizaron algunos trabajos aplica-
dos a modelos de degradacion. En el campo de los recubrimientos poliméricos expuestos
en ambiente acidos, se obtuvieron datos de pruebas de vida acelerada con los cuales se
compar6 la resistencia de un recubrimiento polimérico anadiéndole un sello vinilester,

contra otro recubrimiento de la misma naturaleza sin anadir el sello vinilester (Gonzélez

23
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et al., 2008). Para realizar el modelo de extrapolacion se utilizaron polinomios ajustados
mediante el método de minimos cuadrados, ajustando ademas un modelo Weibull para
determinar la confiabilidad de componente; los resultados mostraron la superioridad del
recubrimiento polimérico anadiéndole un sello vinilester (ver apéndice II).

Adicionalmente, se present6 la aplicacion de un modelo para la estimaciéon de confia-
bilidad utilizando el modelo de probabilidad Weibull, modelando el parametro de escala
de la forma «a(z) (Gonzélez et al., 2008). En este trabajo, se utilizé el método de minimos
cuadrados para obtener los tiempos de falla estimados. Se realizo la aplicacion del modelo
Weibull para estimar la confiabilidad, utilizando los datos publicados por Withmore et al.
(1997), referentes a la resistencia de cables de conduccion eléctrica en altas temperaturas
(ver apéndice II).

Como ya se menciono, la mayoria de las aplicaciones relacionadas con el concepto
de incluir los factores operacionales en la estimaciéon de confiabilidad, especificamente en
los modelos de riesgo proporcional, se han desarrollado en el campo de la medicina, sin
embargo, la interrogante es si existe alguna aplicacién industrial de este tipo de modelos
va que la investigacion realizada se enfoca al campo de la ingenierfa industrial.

Pina et al., en el 2005, realiz6 una revision del modelo propuesto por Taraman en
1974, el cual se enfoca en la modelacion de la vida 1til de una herramienta, es decir la
duracion de tiempo que la herramienta mantiene una calidad aceptable de funcionamiento,
tomando dos aspectos importantes: el ambiente operacional y el desgaste presentado por
edad.

Taraman (1974) llevo a cabo un experimento disenado para estimar los parametros de
un modelo empirico; Balakrishnan y DeVries (1985), extendieron el analisis de Taraman,
para permitir la actualizacién secuencial de parametros estimados y la inclusién de infor-
macion previa en el procedimiento de estimacion. Mazzuchi y Soyer (1989), notaron que el
modelo empirico propuesto por Taraman, tomaba en cuenta el efecto del ambiente opera-

cional de la maquina pero fallaba en considerar la edad (o caracteristicas de desgaste de la



CAPITULO 3. REVISION BIBLIOGRAFICA 25

herramienta). Para considerar tanto el ambiente operacional como la edad fue propuesto
un modelo de riesgo proporcional utilizado para evaluar la vida de la herramienta.

En la primera parte, se toma la funcion de riesgo Ao, (conocida en la literatura como
riego base), para modelar la duraciéon (tiempo de vida) de la herramienta. En la segunda
parte, el modelo representa el ambiente operacional a través de los coeficientes de regresion
de un modelo polinomial y la matriz de covarianzas. Sin embargo, la matriz de covarianzas
formada por los factores operacionales que determinan la vida de la herramienta, ocasiona
que los coeficientes estimados sean inestables (grandes y con intervalos de confianza de-
masiado amplios). Por tal motivo, los autores utilizaron el método de Regresion Ridge
para minimizar el efecto de la matriz de covarianzas sobre los pardmetros estimados.

Scheike et al., en el 2007 encontr6 que los modelos existentes de aproximaciéon al
método de Cox, especificamente el caso de Breslow (1972) y Efron (1977), encontra-
ban estimaciones sesgadas, por esta razon propusieron un método llamado algoritmo EM
(expectacion-maximizacion), en el cual se propone una ecuacion de calificacion (score
equation) que se utiliza para obtener los parametros (3;, realizando su solucion mediante
Newton-Raphson. El autor realiz6 una comparacion entre los métodos existentes y el
método propuesto, haciendo énfasis en la importancia del analisis de datos de falla con
repeticiones. Mediante la simulacion realizada para la comparacion de los métodos, se
demostré que la aproximacion de Efron es la mejor eleccidon para el andlisis de fallas con
repeticiones, mencionando también que la aproximacion de Breslow funciona mejor si los
covariantes siguen una distribucion uniforme o binaria. Por otro lado, el algoritmo EM
en todos los casos conduce a resultados similares al método de Efron, por lo que es una
buena opcién para realizar analisis con estas caracteristicas.

Sy et al., en el 2000, menciona que algunos datos de falla son tomados de poblaciones
en las cuales algunos sujetos son susceptibles y otros no a eventos de interés. La muestra
obtenida contiene tipicamente un gran porcentaje (80 %) de datos censurados por lo cual

un analisis de confiabilidad comin puede muchas de las veces no ser el apropiado, en estas
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situaciones puede ser utilizado el modelo de correccion (cure model) que fue extendido a
la utilizacion del modelo de Cox.

Este modelo emplea técnicas de maxima verosimilitud para estimar los parametros
de regresion y la incidencia de manera simultanea L.(b, 3, Ao;y). Ademas, se propone la
utilizaciéon de una forma no paramétrica de verosimilitud para el algoritmo EM, estimando
los errores estandar del modelo mediante la inversa de la matriz de informacién observada.
Para realizar la optimizacion de la funcion L., se utilizo6 el método Newton-Raphson,
método que se mostré altamente sensible a los valores iniciales (semilla), ocasionando
que el algoritmo no lograra converger. Sy menciona que el método mas eficiente fue el
de Newton-Raphson de dos pasos propuesto por Prentice y Gloecker (1978) donde los
parametros son obtenidos de manera alternada.

Se puede concluir que los parametros juegan un papel importante en los modelos
de riesgo proporcional, sin embargo se ha encontrado que, por lo general, se utiliza el
método de Newton-Raphson para optimizar la funcion de verosimilitud parcial (dado que
proporciona la matriz de informacion estimada). Esto puede tener algunos inconvenientes,
por ésta razon se realiz6 una revision amplia de trabajos relacionados con la optimizacion
de funciones.

Sohn et al. (2009) menciona que el método de Newton-Raphson converge lentamente
y en ocasiones no converge o encuentra soluciones subéptimas debido a que la matriz He-
ssiano se ve afectada por el problema de colinealidad. Dado lo anterior, Gratton y Toint
(2009) propusieron un método utilizando la aproximacion de subespacios invariantes e
Introdujeron ecuaciones aproximadas para eigenvalores, las cuales fueron utilizadas para
mejorar el método de optimizacion sin restricciones quasi-Newton. Adicionalmente, con-
sideraron el efecto de la colinealidad y el control de la curvatura; para esto, mostraron
que utilizando el conocimiento a priori de los espacios invariantes aproximados asociados
con la matriz Hessiano, induce a una utilizacion de la informacion mas eficiente y por

consecuencia a la obtencién de mejores algoritmos de optimizacion.
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Kim et al., en el 2008, publicé un algoritmo de nombre gradiente LASSO por sus siglas
en inglés (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), el cual es computacional-
mente mas estable y converge con mayor rapidez al 6ptimo global debido a un paso de
eliminacion incluido en el algoritmo, ademas de no requerir la matriz Hessiano inversa
para realizar la optimizacion. El autor menciona que se han realizado aplicaciones del
algoritmo propuesto en andlisis de confiabilidad.

Sevcovic et al. (2005) propuso un método de nombre minmax de 2 fases, para estimar
los parametros del modelo CIR (por Cox, Ingresoll and Ross) de una tasa de interés. En
la primera parte de la optimizacion se determinaron cuatro pardmetros CIR mediante la
minimizacion de la suma de cuadrados de las diferencias de una curva teorica de proceso
CIR y la curva del mercado real, es decir la minimizaciéon de la suma de cuadrados
de las diferencias entre la curva de la tasa de interés del mercado real y la prediccion
mediante CIR, para lo cual se propuso una funciéon de costo U y obteniendo un minimo
global. Este trabajo introduce el concepto de funciéon de verosimilitud restringida. Para
tal aproximacion se realizo la optimizacion del logaritmo de una funcion formada por tres
parametros donde la funciéon de costo U (transformada en 3 variables) alcanza el minimo
global.

Con respecto al método de optimizacion, el autor menciona que existen métodos estan-
dar 6 técnicas de optimizacién para la obtencion del minimo global, como el método del
gradiente de Newton-Kantorovich sin embargo estos métodos convergen hacia un minimo
local, ademas de tener una convergencia lenta para encontrar un minimo global. Sevcovic
utilizé un método de optimizacion basado en una variante de un algoritmo de estrategia
evolutiva. En cada paso de la optimizacion, la aproximacion del minimo global obtenido
mediante el algoritmo evolutivo, es mejorada por un corrector que consiste en la apli-
cacion del método del gradiente de Newton- Kantorovich. Este método se aplica después
de haber generado el vector de seleccién de la nueva generacién, en el cual cada vector

(padre) intermedio, es mejorado mediante m pasos del método del gradiente de Newton-
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Kantorovich, obteniendo un nuevo vector de padres mejorado.

Es evidente la importancia de la estimacion de los parametros del modelo en cuestion,
debido a que tener soluciones subdptimas afecta en los resultados esperados. Especifica-
mente en el modelo de riesgo proporcional y especialmente en el modelo de Cox, tener
soluciones suboptimas afecta de gran manera, dado que para estimar la tasa de fallas, asi
como la probabilidad de falla, estos modelos toman como insumo los paradmetros estima-
dos, induciendo por consecuencia, a conclusiones erréoneas.

Considerando lo anterior, se realizo (Gonzalez et al., 2008) un trabajo relacionado con
la estimacion de los pardmetros del modelo de Cox utilizando diferentes estratégicas de
optimizacion. Utilizando los datos publicados por Soyer y Mazzuchi (1989), se compard
la eficiencia entre el método Newton-Raphson, un Algoritmo Genético y un Algoritmo
Evolutivo tipo EDA de nombre EvoNorm, para estimar los pardmetros del modelo obte-
niendo que en el caso, donde los datos no contienen un problema severo de colinealidad,
las estimaciones de los parametros mediante las tres estrategias obtienen resultados muy
similares.

Por otro lado, utilizando datos donde se presentan problemas de colinealidad, se ajusto
el modelo de Cox y se realizd la comparacion entre los métodos mencionados. Los resul-
tados obtenidos, muestran que el método de Newton-Raphson encuentra soluciones sub-
o6ptimas, con respecto a los modelos de busqueda global, debido al problema de colinea-
lidad. Cabe mencionar que los mejores valores de optimizacion los encontré el algoritmo
EvoNorm, el cual supone que los parametros se distribuyen de forma normal y genera para
la busqueda del vector de parametros 6ptimo, datos aleatorios con distribucién normal
(apéndice II).

Mediante la revision y el trabajo realizado, fue posible proponer algunas alternati-
vas para el problema de estimar soluciones subo6ptimas, dado que el método de Newton-
Raphson converge lentamente. Con respecto a esto, se propuso un método de optimizacion

hibrido basado en Newton-Raphson y EvoNorm, para optimizar la funciéon de verosimili-
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tud parcial en presencia del problema de colinealidad (Gonzalez et al., 2009).

Considerando que el algoritmo evolutivo requiere la especificacion del dominio o rango
en el cual se encuentra el valor de los parametros a estimar, lo cual, para el modelo de
Cox es dificil de establecer, se propuso realizar intervalos de confianza para los parametros
estimados utilizando la matriz de informaciéon estimada mediante el método de Newton-
Raphson. Una vez obtenida tal informacion, se aplicé el algoritmo evolutivo, restringiendo
el o los parametros que contengan intervalos de confianza amplios debido a la varianza
grande, mediante perfiles de verosimilitud.

En base al trabajo desarrollado, se concluyé que mediante el método propuesto, se
obtienen mejores valores de optimizacién que los obtenidos utilizando los métodos de
forma independiente. Notando que en uno de los casos, hay parametros que van de positivo
a negativo debido al problema de colinealidad (para detalles ver apéndice IT).

En la revision anterior, observamos que existen trabajos con la utilizacién del modelo
de riesgo proporcional en diferentes aplicaciones, incluyendo métodos de obtencion de
sus parametros. Ahora, con respecto al efecto de la colinealidad en los modelos de riesgo
proporcional, se revisaron algunas investigaciones.

Con el fin de controlar la inestabilidad en la estimacion de los parametros Bj, en
la regresion lineal y regresion logistica, se ha utilizado el modelo de Regresion Ridge
como alternativa para la estimacion de méxima verosimilitud en presencia de colinealidad.
Xue et al., en el 2007, propuso generalizar la Regresion Ridge y aplicarla al modelo de
riesgo proporcional de Cox. En la investigacion, muestra el impacto que la colinealidad
tiene sobre éste modelo (lo también cual sucede en algunos otros modelos de interés).
Ademés, como ya se menciono, propuso la formulacién del modelo de Cox de manera lineal
(ver capitulo II, seccion 2.1, ecuacion 2.13), obteniendo el estimador lineal de minimos

cuadrados:

~

3= (D"D)"'D'U, (3.1)
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y por consecuencia, el estimador del modelo de Regresion Ridge:
3% = (DTD+ kI)"'DTDg, (3.2)

donde k es una constante que requiere ser estimada y DTD es la matriz de informacion
estimada para el modelo de Cox.

Adicionalmente, Xue demostré que la colinealidad presentada en la matriz de disenio
X induce a estimaciones inestables de los efectos de las covariables, es decir los efectos
pueden ser enmascarados representando con esto un problema serio. Y afirmé que, una
categorizacion de las variables puede reducir la correlacion entre variables, sin embargo,
produce una pérdida de eficiencia. Para probar el estimador, el autor realiz6 un anélisis
de simulacion, haciendo una comparacion entre el método de verosimilitud penalizada
propuesto por Verweij y Van Houwelingen (1994) y el método propuesto.

Cabe destacar que el modelo presentado por Xue representa una de las alternativas
para eliminar el efecto de la colinealidad; sobre tales propuestas, se realizaron algunas

observaciones:

1. Reconstruir la matriz de covarianzas utilizando la distancia euclidiana, no es la mejor
opcién para estimar éste escalar cuando existen problemas de colinealidad (Pina et

al., 2005), (Mela et al., 2002).

2. No proporcionar un método para estimar k£ en forma determinista, por lo que sus
estimaciones son sesgadas al depender estas de la varianza y los coeficientes estima-

dos.

3. Su método solo esta estructurado para la modelaciéon de datos completos. Es decir,
no es capaz de modelar sistemas que presenten datos censurados y/o con repeti-

ciones.

Ademas de las observaciones anteriores, cabe mencionar que se pierde informacion
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importante en la construccién de la matriz de diseno D, considerando que DTD es la
matriz de informacion estimada.

Por otro lado, el estimador de Regresion Ridge no es una solucién para el anélisis
de dimension de datos, es decir para la reducciéon de variables no significativas en algin
modelo, en ese caso se utilizan otros métodos como el anélisis factorial o componentes
principales, como es el caso de Li y Gui (2004) que presentaron la utilizacion de un anélisis
de regresion parcial de Cox para la reduccion dimensional de un micro-arreglo de expresion
genética, para pronosticar la sobrevivencia de pacientes futuros.

Inan y Tez (2008), consideran que la estimacion realizada mediante el método de
méaxima verosimilitud en el modelo de riesgo proporcional de Cox, generalmente produce
estimaciones con errores grandes cuando existen problemas de colinealidad. Consideran
que la estimacion de Ridge tiene como ventaja la realizaciéon de estimaciones con un error
medio moderado. Sin embargo, no elimina totalmente el problema de colinealidad en la
matriz Hessiano, para lo cual proponen la aplicaciéon del estimador propuesto por Liu
(2003).

Sohn et al. (2009), presentan la aplicacion del algoritmo LASSO en el modelo de riesgo
proporcional de Cox. Detallan la utilizacion de tal algoritmo, aplicando el paso adicional
de eliminaciéon. El método propuesto resuelve directamente el problema de convergencia en
el modelo penalizado de Cox con restricciones. Sin embargo, los métodos propuestos por
Park y Hastie (2007) y Goeman (2009), resuelven este mismo problema de optimizacion
sin utilizacion de restricciones, usando un multiplicador de Lagrange.

En conocimiento de los trabajos revisados referentes al efecto de la colinealidad sobre
la estimacion de los pardmetros del modelo, se propuso un modelo basado en componentes
principales para reducir los efectos de la dependencia lineal y obtener parametros esti-
mados més estables (Gonzalez et al., 2010). Como diagnostico de colinealidad se utiliz6
el nimero de condiciéon obtenido de la matriz de informacion estimada. En la aplicacion

mostrada, se utilizan solo dos componentes principales (de un total de tres) con los cuales
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se obtienen mejores resultados, es decir coeficientes mas estables; se redujo la varianza de
la estimacion de los parametros e incluso en algunos casos los coeficientes cambiaron de
signo, lo cual afect en el riesgo estimado (para detalles ver apéndice IT).

Para aplicar la metodologia propuesta es necesario medir los efectos de la colinealidad
en la estimacion, para lo cual se revisaron algunos trabajos relacionados con el diagnostico
de colinealidad. Wax (1992) present6 un trabajo que contemplaba algunos diagnosticos de
colinealidad en la estimacion del riesgo relativo. Utilizé algunas herramientas para probar
la magnitud y fuente de la colinealidad entre covariantes. En su investigacion, muestro
como extender la utilizacion de herramientas como el indice de condicién, descomposicion
de la varianza y factores de inflacién, en métodos de verosimilitud y verosimilitud parcial.

Lesaffre y Marx (1993), mencionan que si la matriz de covarianzas (o de informacion
para el caso de modelos no lineales), estd mal condicionada es recomendable distinguir
entre la colinealidad debida a las variables independientes y la colinealidad debida a la
dependencia entre los parametros, a la cual nombran Colinealidad-ML; proponen utilizar
el nimero de condiciéon estandarizado para diagnosticar el problema de colinealidad. En
el trabajo desarrollado se determin6 que es posible distinguir la causa de la colinealidad
comparando los niimeros de condicién correspondientes, en particular, si Kz > 5, se
concluye que la colinealidad es debida a las variables independientes.

Weissfeld (1989), utilizo los indices de condicién y descomposicion de varianzas en
los modelos de riesgo proporcional de Cox, Exponencial, Weibull y Log-normal, en su
trabajo analiz6 el efecto de la colinealidad en los nimeros de condicion. Lee y Weissfeld
(1996) realizaron el analisis del modelo de Cox en presencia de censura y colinealidad
utilizando indices de condicion escalados para covariables fijas y covariables dependientes
del tiempo. Mackinnon y Puterman (1989) mencionan que el diagnostico para el problema
de colinealidad en modelos lineales generalizados debe realizarse utilizando la matriz de
informacion. Godinez y Ramirez (2003) analizaron el efecto de la censura y la colinealidad

en modelos de regresion exponencial log-lineal, para lo cual utilizaron el indice de condicion
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escalado y la descomposicion de la varianza. Adicionalmente, Bonate (1999) presentd
un trabajo donde analiza el efecto de la correlacion contenida en la matriz de diseno
sobre la habilidad para decidir cuales variables deben ser incluidas en la estructura del
modelo; considerando en su estudio modelos no lineales de efectos mixtos. Bonate utiliz6
la descomposicion de la varianza y el indice de condicion de la matriz de informacion,
como diagnostico de colinealidad.

Es evidente que la colinealidad representa un problema para la estimacion de para-
metros en los modelos de riesgo proporcional y por consecuencia en la probabilidad de
falla estimada. Por esta razon, la metodologia desarrollada en la presente disertaciéon esta
orientada a reducir tales efectos con el fin obtener parametros mas estables, considerando
que estos parametros son utilizados como insumo para la estimacion de la probabilidad
de falla y la tasa de fallas; estimaciones empleadas en la aplicacion de la Inspeccion Basa-
da en Riesgo. La metodologia propuesta se muestra en el capitulo 5, incluyendo algunos

detalles en el apéndice I.



Capitulo 4

Marco Teo6rico

En el presente capitulo se mencionan las herramientas estadisticas necesarias para
la modelacion y obtenciéon de la probabilidad de falla incluyendo covariables asi como,
el analisis de confiabilidad aplicado a tiempos de falla sin covariables y algunos temas

relevantes que se utilizaran en la disertacion.

4.1. Confiabilidad

Aun cuando en la actualidad existe una amplia gama de literatura relacionada con el
término confiabilidad y las diferentes metodologias para su cuantificacion, éste es quiza
uno de los conceptos méas intuitivos en las diferentes ramas de la ingenierfa.

La confiabilidad implica conceptos tanto cualitativos como cuantitativos. Sin embargo
el término mas cercanamente relacionado con la confiabilidad es la calidad: una no es
concebible sin la otra y todo entendimiento cuantitativo de la calidad y la confiabilidad
estd fundamentado en la probabilidad y la estadistica.

Algunas posibles definiciones de confiabilidad son:

1. La confiabilidad es la probabilidad de que un componente o sistema desempene su
funciéon de diseno sin experimentar una falla, por un periodo de tiempo especifico y

bajo condiciones especificas (Nahmias, 1999).

34
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2. La confiabilidad es un concepto de calidad basado en el tiempo. También es la
probabilidad de que un producto funcione en forma correcta durante un periodo

dado, en su aplicacion prevista (Murthi, 2003).

3. Se puede definir como la capacidad de un producto de realizar su funcion de la
manera prevista. De otra forma, la confiabilidad se puede definir también como la
probabilidad de que un producto realizara su funcién prevista sin incidentes por un

periodo de tiempo especificado y bajo condiciones indicadas (Molinero, 2001).

Segin autores como Dodson (1994) y Gertsbak (2000), un analisis de confiabilidad
se basa principalmente en los siguientes pasos, los cuales mas adelante se explicaran a

detalle.

1. Informacion acerca del componente o sistema que se va a analizar (muestra de

tiempos de vida).

2. Pruebas de bondad de ajuste para determinar la distribucion de los datos en caso

de que se ajusten a alguna distribucion.

a) Paramétrica: Discreta o Continua.

b) No Paramétrica

3. Paramétrica: Estimacion de los parametros de la distribucion que representa ade-

cuadamente el comportamiento de los datos.
4. No Paramétrica: Utilizacion de modelos no paramétricos.

5. Estimacion de los indicadores de confiabilidad

4.1.1. Recolecciéon de Datos (muestreo)

La recoleccion de datos es una parte importante de cualquier proyecto, debido a que la

exactitud de cualquier prediccion que se realice, dependera directamente de la calidad y la
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precision de los datos recolectados. En confiabilidad la muestra puede representar datos
de vida o datos de tiempo a falla del sistema o componente del cual se quiere realizar
alguna prediccion o estimacion.

En pruebas de vida de componentes, cuando una muestra de n componentes se pone
a prueba, es dificil obtener n observaciones, porque algunos de los componentes en la
muestra pueden no fallar durante el periodo que dure la prueba; o bien esta puede, por
alguna razon, detenerse antes de que todas las unidades lleguen a fallar.

Bajo estas circunstancias, cuando se desea realizar un analisis en una etapa intermedia
(antes de que se termine la prueba), se obtendran datos incompletos o censurados. Los
datos censurados pueden clasificarse en tres tipos: censurado simple Tipo I, censurado
simple Tipo Il y censurados por intervalo. Es necesario entender que tipo de datos se

tienen para analizarlos correctamente.
e Censurados por tiempo, Tipo I

Generalmente hay restricciones sobre la duracion de las pruebas de vida u otros estu-
dios de confiabilidad y, como un resultado, los datos deben analizarse antes de que todas
las unidades fallen. Remover las unidades sin falla de la prueba en un tiempo preestable-
cido es conocido como censurado por tiempo o censurado Tipo I. Las unidades pueden
probarse simultaneamente o en secuencia (a causa de un nimero limitado de posiciones

de prueba).
e Censurados por falla, Tipo II

Una prueba de vida que es concluida después de un nimero especifico de fallas, re-
sulta en censurado por falla, también conocido como censurado Tipo II. Aunque las
propiedades estadisticas de los estimados de datos censurados por falla son mas sim-
ples que las propiedades correspondientes de datos censurados por tiempo, las pruebas

censuradas por falla son menos comunes en la practica.
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e Censurados por intervalo

En muchas pruebas de vida, las fallas son descubiertas tinicamente en los instantes
de la inspeccién. Observaciones censuradas por intervalo consisten de limites superior
e inferior sobre un tiempo de falla. Tales datos son también conocidos como datos por
inspeccion, datos agrupados o datos recuperados. Si una unidad ha fallado en su primera
inspeccion, ésta es la misma que una observacion censurada a la izquierda. Si una unidad
no falla en el momento de la ultima inspecciéon, ésta se censura a la derecha, el limite
superior del intervalo es infinito (Frisco, 1998).

Es importante hacer notar que, si se supone razonable que las unidades fabricadas
(sobre el periodo de tiempo en cuestion) provienen del mismo proceso, los datos pueden
mezclarse y analizarse para hacer inferencias acerca de este proceso. Sin embargo, un
proceso o disefio del producto cambian con frecuencia a través del tiempo y mezclar tales
datos puede conducir a conclusiones incorrectas. El tipo de datos que contenga la muestra,
afecta el proceso de estimacioén, por lo tanto es de importancia clasificar correctamente los
datos de acuerdo a su tipo: agrupados, no agrupados, etcétera. En la figura 4.1 se observa

de manera general el tipo de datos posibles a obtener en una muestra.

Exacto —= | Tiempos de Falla (Sin Censura)
Todos
Fallaron —— | Tiempos de Falla con Intervalos
Intervalo (Intervalos y Censura lzquierda)
Datos
Agrupados Ti de Fall
grup Exacto |, [ Jempos de Falla con
y No Suspensiones (Censura Der))
Agrupados No
Todos :
Fallaron Intervalo |= Tlempos_de Falla con
Suspensiones e Intervalos
(Intervalos y Censura Der. e 1zq.)

Figura 4.1: Tipos de Datos
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4.1.2. Pruebas de Bondad de Ajuste

En el marco formal de las pruebas de hipotesis, la hipotesis nula H, es referida a
que una variable aleatoria, x, dada que sigue una distribucion de probabilidad F'(x) (por
ejemplo la distribucion Weibull); la variable aleatoria puede provenir de un proceso el cual
estd sujeto a investigacion. La prueba de bondad de ajuste aplicada a la prueba H, esta
basada en la medida de discrepancia de la muestra de datos con respecto a la distribucion
de prueba. Las pruebas de bondad de ajuste generalmente determinan pruebas estadisticas
formales y las medidas de consistencia de los estadisticos de prueba.

La hipotesis nula Hy, puede ser una hipotesis simple, si F'(z) estd completamente
especificada, por ejemplo, la distribuciéon Log-Normal con p = 100 y ¢ = 10; Hy puede
ser una especificacion incompleta cuando asegura que F'(x) es una distribucion Normal
con pardmetros puy o.

La prueba de bondad de ajuste compara la distribucion de frecuencias observadas o
empirica F,,, con una distribucién especifica. El procedimiento implica el calculo de una
distribucién esperada F{ de la muestra estudiada. El proposito de la prueba es averiguar
si existen diferencias estadisticamente significativas entre la distribucion observada F,, y
la distribucion esperada Fy (D’Agostino y Stephens, 1986).

Existen algunos procedimientos para realizar pruebas de bondad de ajuste, entre las
més conocidas destacan la prueba basada en la distribucion Chi-cuadrada (x?), la prueba
de Kolgomorov-Smirnov (K —S), la prueba Cramér-von Mises (w?) y la prueba Anderson-
Darling (A% 0 AD).

La prueba Chi-cuadrada (x?) es de valor limitado cuando se trabaja con la distribucion
Weibull, ademas la prueba no puede ser aplicada cuando se tienen tamanos de muestra
n < 25. La potencia de la prueba es igual a la de la prueba Kolgomorov-Smirnov (K — 5),
y menor que las pruebas Cramér-von Mises (w?) y Anderson-Darling (A2 0o AD) (Dodson,
1994).

Dado esto, las pruebas Cramér-von Mises (w?) y Anderson-Darling (A2), son mas



CAPITULO 4. MARCO TEORICO 39

potentes y por lo tanto son méas recomendables. Estas pruebas tienen una relacion estrecha.

El estadistico Cramér-von Mises esta dado por:

w? = n/01 {F,(t) — Fy}(t)dt (4.1)

Este estadistico es usado para probar la hipotesis Hy = F,(t) = Fy. Si ¥(t) = 1,

w? estima el estadistico Cramér-von Mises, y si (t) = {Fy(1 — Fy)} ', se estima el
estadistico Anderson-Darling. Es comiin utilizar la prueba Anderson-Darling (A2) debido

a su potencia.
e Prueba Anderson-Darling

La prueba del Anderson-Darling es una modificacion de la prueba Kolmogorov-Smirnov
(K —S). La principal diferencia radica en que la prueba K — S es de distribucion libre en
el sentido que los valores criticos no dependen de la distribucion especifica que es probada
(Stephens, 1974). Por otro lado, la prueba de Anderson-Darling hace uso de una distribu-
cion especifica para calcular valores criticos. Esto tiene la ventaja de permitir una prueba
mas sensible y la desventaja de que los valores criticos se deben calcular para cada dis-
tribucion (Dodson, 1994), (Frisco, 1998). Dado que en este caso, se utilizara el estadistico
para datos de tiempo de vida, los cuales pueden contener tiempos de falla completos y

censurados, se incluye la estimacion del estadistico para ambos casos.

1. Estadistico A% para tiempos de falla completos

Sean x1,xs, ..., T, observaciones independientes de la variable aleatoria X, con fun-
cion de distribucion continua G(z). Si se desea probar la hipotesis Hy : G(z) =
Go(x), donde Go(x) es una funcion distribuciéon completamente especificada, en-
tonces la hipdtesis nula es equivalente a probar que las observaciones ¢y, s, ..., 1,
donde t; = Go(x), provienen de una distribucion uniforme (0, 1). Si denotamos con

F(t) la funcion de distribucion de T = Go(X), vy F,.(t) la funcién de distribucion
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de la muestra (es decir, la proporcion de observaciones menores que t), entonces el

estadistico Anderson-Darling sera (D’Agostino y Stephens, 1986):
1
A2 = / (R0 — 02 {t(1 — D)} dt (4.2)
0

La formula para el estadistico A2 determina si los datos {z; < ... < x,} provienen

de una distribucion con funciéon acumulada continua G(x).

A2 =-—n— 5, (4.3)

n

donde:

3

[\
<.

S =

lnF () +In(1 — F(zp41-4))] (4.4)

=1
El estadistico se puede entonces comparar contra las distribuciones del estadistico

de prueba para aceptar o rechazar la hipotesis Hy = F,(t) = Fp.

2. Estadistico pA ; con tiempos de falla censurados

En esta seccion se muestra la modificacion del estadisticoA2 utilizado para realizar
la prueba de bondad de ajuste de una cierta proporciéon de la muestra aleatoria,
es decir, la muestra puede contener datos censurados. En particular la distribucion
asintotica es dada por (Petit y Stephens 1975):

o [ —t)’
oA / i e, (4.5)

— t
para valores de py ¢; 0 < g < p < 1. Si ¢ = 0, entonces ,,A?2 es denotada por ,A?
y es igual a ,A%

Para muestras pequenas es posible encontrar expresiones para el estadistico involu-

crando las observaciones ti,1,,...,1, explicitamente. Si £1) < tp) < ... < t(g) <
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p < t(rt1) < ...l(n), donde R observaciones son menores que p y t(g41) < ...I(n) son
censuradas, entonces:

SAZ = é{(% —1)/n} {log(1 — t@)) — log(tw)} — 2§10g(1 —t@)

7

) (4.6)
+n {% — (%)2 — 1} log(1 — p) + %2 log(p) — pn,

donde:

R : Namero de tiempos de falla completos.

p = R/n: Proporcion de censura.

tw) = F(t;): La funciéon de probabilidad acumulada de prueba evaluada en t;.

Es conveniente mencionar que en el caso de existir datos censurados en la muestra,
es dificil conocer la distribucion exacta del estadistico ,A2 y por consecuencia es

complicado calcular un valor de probabilidad.

Dado esto, para realizar la prueba de hipotesis Hy : G(x) = Go(z), donde Go(x) es
la funcioén distribucion especificada, se consideran los puntos porcentuales estimados
por Pettitt y Stephens (1975), D’Agostino y Stephens (1986). Entonces para rechazar
la hipotesis, se compara el estadistico ,A2 estimado mediante la ecuacion (4.6) con
el punto porcentual de Tablas ;A ; donde para rechazar Hy : G(x) = Go(x) se debe

cumplir ,A2 >, A2, . De otro modo, si ,A% <y A?,, entonces la muestra de tiempos

,n?

de falla sigue la distribucion de prueba Go(z).

4.1.3. Distribucion de Probabilidad Paramétrica

La distribucion de probabilidad F(x) modela los resultados obtenidos de un expe-
rimento aleatorio. Por ejemplo, para un ntimero dado z, la probabilidad P(X < x) es
F(x) = (X < ). A F(z) se le denomina la funciéon de probabilidad acumulada de la
variable aleatoria x y representa la probabilidad de que la variable no exceda el valor x.

La distribucion de probabilidad depende de la naturaleza de los datos que contenga la
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muestra, esta puede ser una distribucién de variable aleatoria discreta o distribucién de
variable aleatoria continua (Dodson y Nolan, 1999).

Debido a que en confiabilidad la muestra estd conformada por tiempos de falla del
componente en cuestion, los datos obtenidos seran variables aleatorias continuas. Cabe
destacar, que la variable aleatoria t es continua en el intervalo [0, 0], es decir t > 0,
debido a la caracteristica principal del tiempo. Por esta razon, los modelos comiinmente
utilizados para representar este tipo de datos son el Exponencial, Weibull, Log-Normal y

Gamma. Estos modelos se presentan a continuacion.
e Distribucién Weibull

La distribucion Weibull fue desarrollada por Waloddi Weibull en 1937 y publicada en
1951 en el articulo “A Statistical Distribution Function of Wide Applicability” mostrando
el amplio rango de aplicabilidad de la distribucion. Se demostré ademas la versatilidad de
la distribucion para ser usada con muestras pequenas y su flexibilidad para ser ajustada a
una gran variedad de conjuntos de datos. Dadas sus caracteristicas, la distribuciéon Weibull
ha sido ampliamente usada especialmente en el campo de la confiabilidad.

Ademaés de ser la funcion de densidad mas ttil para los calculos de confiabilidad, el
andlisis de la distribucion de Weibull proporciona la informacién necesaria para la solucion
de problemas, clasificacién del tipo de fallas, programacién de planes de mantenimiento
y determinacion de frecuencias de inspeccion (Abernethy, 2008). La funcion de densidad
de probabilidad Weibull se define como:

) = % (EY_I e ()’ (4.7)

n
Donde:

0 : Es el pardmetro de forma.
n : Es el parametro de escala (vida caracteristica).
El parametro de forma (3 es continuo y positivo; el parametro de escala n puede tomar

valores discretos como por ejemplo ciclos; sin embargo esto es aceptable solo si la magnitud
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de los datos es suficientemente grande. El dominio para estas variables es: 0 < f < ooy
0 <7 < oo. Tipicamente, el pardmetro J toma valores entre 0.5 y 8. Para la distribuciéon

Weibull de dos pardmetros, 1 es conocida como la vida caracteristica del componente en

cuestion.

1. Areas de aplicacion

Considerando diferentes valores del parametro (3, la funciéon de densidad Weibull

toma distintas formas, como se muestra en la figura 4.2.

Funcion de Densidad Weibull con Eta = 2
1-
\ Beta=0.7
09- Beta =1
o8l | Beta=1.8
- [ Beta=3
07 7\ !‘ ‘ Beta=5
c o_s»\ /
%, N\
©
hed /
2 \ /, \‘
[0
Qa 04+ - ~ \
\ ™ \
/\
/
/ \
02r/ / 0 X
.y \ LA
01t / \\\\ \§
/ ' \ S~
[ = | 5 e e e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo de Vida: T

Figura 4.2: Funcion de Densidad Weibull

La funcién de distribucion Weibull puede ser usada en una amplia variedad de
situaciones dependiendo del valor de (3, con lo cual puede ser aproximada con algunas

otras distribuciones (Gertsbakh, 2000). Por ejemplo si:
£ =1: La distribucion Weibull es idéntica a la distribucién exponencial.
[ =2 : La distribucion Weibull es idéntica a la distribucién Rayleigh.

B = 2.5: La distribucion Weibull se aproxima a la distribucion Log-Normal (Estas

distribuciones son muy aproximadas si el tamano de muestra es mayor que 50).
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(= 3.6 : La distribucion Weibull se aproxima a la distribucién Normal.
{6 =5 : La distribucion Weibull se aproxima a un tipo de distribucion Normal.

A pesar de su flexibilidad, existen algunas fallas observadas que no pueden ser mode-
ladas por la distribuciéon Weibull, por ejemplo se ha comprobado que para modelar
el tiempo que toma una reaccioén quimica en ocurrir se modela mejor mediante una

distribucion Log-Normal.

2. Vida Media y Varianza

La media o valor esperado (MTTF) de la distribucion Weibull es:

1
—n-T - 4.
f=mn (Hﬁ) (4.8)
donde:

['(n) : Es la funciéon Gamma de Euler:
I'(n) = /ex:c(”l)d:c (4.9)
0

Cuando 3 < 1, la media es mayor que 7 y se aproxima a infinito mientras que [
tiende a cero. Cuando § = 1, la media es igual a n y decrece conforme (3 excede a

1. La varianza de la distribucién Weibull es:

o? =1’ {r (1 - %) —T? (1 + %)} (4.10)

La varianza en (4.10) de la distribucion Weibull se aproxima a infinito cuando 3 se
aproxima a cero y se aproxima a cero cuando [ se aproxima a infinito. En general
el k-ésimo momento de la distribucion Weibull con respecto al origen esté dado por

la ecuacion (4.11):

k
wy=n"-T (BH) (4.11)
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3. Funcion de confiabilidad y tasa de fallas

La funcion de confiabilidad Weibull describe la probabilidad de sobrevivencia en

funcion del tiempo y se representa por (4.12):

R(t) = 705(25_1 exp [— (%) 6] dr = exp [— (%)H] (4.12)

La funcion de confiabilidad (o sobrevivencia) es el complemento de la funciéon de

probabilidad acumulada F'(t):

F(t) = 1 —exp [— (%)B] (4.13)

Funcion de Confiabilidad Weibull con Eta =2
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Figura 4.3: Funcién de Confiabilidad Weibull

La figura 4.3 ilustra el efecto del parametro ( sobre la funcién confiabilidad. Para
el caso de # < 1, la tasa de cambio en la confiabilidad al inicio decrece bruscamente
y después se estabiliza. Este es el resultado de fallas por mortalidad infantil. Para
el caso de # = 1, la tasa de cambio en confiabilidad gradualmente decrece; como

resultado de una tasa de fallas constante. Para el caso de § > 1, la tasa de cambio
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en confiabilidad al inicio decrece lentamente y después decrece bruscamente cuando

se va alcanzando la vida caracteristica.

4. La curva de la banera

La funcion de tasa de fallas es obtenida mediante la divisién de la funcién de pro-

babilidad Weibull (4.7) dividida por la funcién de confiabilidad (4.12):

A(t) = % (4.14)

Esta funcién conocida también como funcién de tasa de falla instantanea, es usada
para representar la curva de la banera mostrada en la figura 4.4, en la cual se obser-
van tres situaciones correspondientes a un tipo de falla especifico. La primera parte
se caracteriza por una tasa de falla decreciente (5 < 1). Un sistema o componente
con una funcién de tasa de fallas decreciente presenta fallas tempranas, las cuales
son fallas prematuras causadas por materiales defectuosos, materiales inadecuados,

manufactura pobre o falla en inspeccion.

A1)
Fallas por Fallas Fallas por
Mortalidad Aleatorias Desgaste
Infantil
p<l1 p=1 p>1
Tiempo

Figura 4.4: Curva de la Banera

La segunda seccion de la curva se caracteriza por una tasa de falla constante (3 = 1).

Las fallas ocurren a una tasa constante, es decir son independientes del tiempo, esto
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es conocido como la propiedad de falta de memoria.

La tercera seccion se caracteriza por una tasa de falla creciente (5 > 1). Esto
representa a los componentes que presentan desgaste por la edad. El componente

con mayor edad es el mas probable de fallar (Dodson, 1994).

La primera parte esta representada por una distribuciéon Weibull de pardmetro de
forma 0 < 1, la seccion media estd representada por una distribucion Weibull de
parametro § = 1y la tercera seccion se representa mediante una distribucion Weibull

de parametro de forma (G > 1.
e Distribuciéon Exponencial

La distribucion exponencial es una distribuciéon continua relacionada con la distribu-
cion de probabilidad discreta Poisson. Si el nimero de fallas por unidad de tiempo sigue
una distribucion Poisson, entonces el tiempo medio entre fallas (MTBF) sigue una dis-
tribuciéon exponencial. Ademas, como ya se menciond, la distribucién exponencial tiene
una funcion de tasa de fallas constante.

La distribuciéon exponencial, es una distribucién de un solo parametro, expresado en
términos de su media 3, o el inverso de su media A = 1/(. La funcion de densidad

exponencial en términos del pardmetro \ es:
ft)=xe™ (4.15)

donde:
% : La media de la distribucion.

La funcién de confiabilidad exponencial esta dada por:

R(t)y=e™, t>0 (4.16)

At) = 2 (4.17)
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La funcion de tasa de fallas exponencial es constante, ésta tasa de falla es unica
de la distribucién exponencial y es debido a la propiedad de falta de memoria de la
distribuciéon. “Falta de Memoria” significa que la probabilidad de falla en un intervalo de
tiempo especifico es la misma que al inicio del intervalo (Dodson y Nolan, 1999). La media

y la varianza de la funciéon de distribuciéon exponencial son:
p=p= (4.18)
ol =p*= = (4.19)
e Distribucién Log-Normal
Las Distribuciones Log-Normal y Normal estan relacionadas a través de la funciéon

logaritmo. Si tes una variable aleatoria con distribucion Log-Normal, entonces y = In(t) es

una variable aleatoria con distribucion Normal. La funcién de densidad de la distribucién
Log-Normal es:
1

—1(1“_“)2 t>0 (4.20)
ot/ 21 2 o 7 '

Los parametros de la distribucion Log-Normal son p, que es un pardmetro de localiza-

exp

ft) =

cion y o que es un parametro de escala (algunas veces se le nombra parametro de forma).

El parametro de localizacion puede estimarse de la expresion (4.21):

== (4.21)

donde n es el tamano de la muestra. El parametro de escala es estimado mediante la

expresion:

n n 2
ny Int? — (Zlnti)
i=1 i=1
= 4.22
7 n(n—1) (4.22)

La media de la funcion de distribucion Log-Normal esta dada por:

O'2 o

E[t] = exp [u + 7] = Q50 exp {ﬂ (4.23)
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La varianza de la funcién de distribucion Log-Normal se representa:
2

V[t] = exp [21 + 20°] = Qs0 exp {%} (exp [0?] = 1), (4.24)

donde @50 representa la mediana de la distribucion. La funciéon de confiabilidad Log-

Normal esta dada por:

g

Int —
mw:1—¢<n “),t>0 (4.25)
La funcién de tasa de fallas para la distribucion Log-Normal es:

f o ()
R(t)  to[1—@(=2)]

A(t) = t>0 (4.26)

La funcion de tasa de fallas es creciente al inicio, después decrece y se aproxima a cero.

Para valores grandes de o (o > 1.5), la funcion de tasa de fallas decrece rapidamente.
e Distribucién Gamma

La Distribucion Gamma es una distribucién continua que describe variables aleatorias
que estan limitadas a un extremo. La distribucion Gamma es cominmente usada para
modelar el tiempo de vida de sistemas. Si un evento ocurre después de que n eventos
exponencialmente distribuidos ocurren secuencialmente, la variable aleatoria resultante
sigue una distribucion Gamma. Matematicamente, si vy, = t1+to+1t3+...+t, y t1,to, ..., Ly
estan distribuidos exponencialmente con tasas de falla idénticas, entonces y, sigue una

distribucion Gamma. Algunos ejemplos:

= El tiempo a la falla de un sistema formado por n componentes independientes,
con n — 1 componentes en espera; en este caso, el sistema falla, si fallan los n

componentes.

» El tiempo entre acciones de mantenimiento para un sistema que requiere ser repara-

do después de un nimero definido de usos.
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La funcion de densidad de la distribucion Gamma es:

An t(’n*l)e*)\t

0= 705 ,

t>0, n>0 A>0 (4.27)

Donde:
n : Es el parametro de forma.
A @ Es el parametro de escala.
['(n) : Es la funcion Gamma dada en (4.9).

La media de la distribuciéon Gamma esta dada por:

Elt] = g (4.28)

V=2 (4.29)

Los parametros de la distribucion Gamma pueden ser estimados mediante las expre-

siones:
A= % (4.30)
0= \Z (4.31)
donde
§? = = é(a: 7)%: Es la varianza de la muestra.
= % i : Es el promedio de la muestra.

Estas ecuaciones estdn basadas en el método de igualdad de momentos. Las estima-
ciones por otro método de nombre maxima verosimilitud tienen propiedades distribu-
cionales deseables. Este método se mostrara en un apartado posterior.

La funcién de probabilidad Gamma es muy versatil, cuando n = 1, la distribucién
Gamma se reduce a la distribucion exponencial. Cuando 7 es un entero positivo, es una
distribucion erlang (distribucion utilizada en teoria de colas). En el caso de n=2, la dis-

tribucion Gamma se reduce a la distribucion Chi-cuadrada con v = 27 grados de libertad.
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Ademas, la distribucion Gamma se aproxima a la distribucién Normal cuando 7 es sufi-
cientemente grande.

La funciéon de confiabilidad Gamma no existe en forma cerrada, a menos que el
parametro 7 sea restringido a valores enteros. Para este caso en especial la funcion de

confiabilidad Gamma sera:

n-1 k X\t
Rit)y=Y" % t>0 (4.32)
k=0 )

La funcion de tasa de fallas de la distribucién Gamma no existe en forma cerrada, a
menos que el pardmetro 7 sea restringido a valores enteros (Zacks, 1992). Para este caso
en especial la funcion de tasa de fallas sera:

A" 1 (n—-1) ,— At
F(Tl)t ¢
n—1 k_

\t > At
> B
k=0

h(t) = , t>0 (4.33)

Una opcion para la funcion acumulada de probabilidad Gamma es la funcion Gamma

regularizada:

F(t;n,\) = %, (4.34)

donde el numerador es la funcion Gamma incompleta por arriba I'(n, A\/t) = | /\O/Ot tte~tdt

y el denominador es la funcion Gamma dada por la ecuacion (4.9).

4.1.4. Estimacion de Paradmetros

Una vez que se determina la funcién de probabilidad que mejor representa el compor-
tamiento de los datos, se procede a estimar los parametros de la distribucion basados en
la muestra aleatoria. Algunos métodos utilizados para determinar los pardmetros de la

distribucién son:

e Minimos Cuadrados

e Jgualdad de Momentos
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e Maxima Verosimilitud

De los métodos antes mencionados, el més utilizado en confiabilidad es el método de
maxima verosimilitud debido a la existencia de censura en la muestra y sus propiedades
asintoticas con respecto a la distribucion Normal. En general, algunas propiedades de los

estimadores de Maxima Verosimilitud:
e Soun consistentes

e Son invariantes frente a transformaciones uno a uno, es decir, si 6 es el estimador
méximo verosimil de 6 y ¢(#) es una funcién uno a uno de 6, entonces g(6) es el

estimador maximo verosimil de g(0).

Son asintOticamente normales.

Son asintoticamente eficientes, es decir, entre todos los estimadores consistentes de

un parametro 6, los de maxima verosimilitud son los de varianza minima.

Suponga que Yi,....Y, son n variables aleatorias independientes, con funciones de
densidad f;(y;;0) dependientes del vector de parametros 6. La funcién conjunta de las n

observaciones independientes y = (y1, ...yn)" es (Rodriguez, 2001):

n

F(y.0) =[] fiwi;0) = L(6; y) (4.35)

i=1

Esta expresion vista como una funcion de parametros desconocidos 6, dados los datos v,
es llamada la funcion de verosimilitud. Generalmente, se trabaja con el logaritmo natural
(denotado por log) de la funcion de verosimilitud a lo cual se le llama funcion de log-

verosimilitud.
log L(6;y) = Y _ log fi(ys; 0) (4.36)
i=1

Por otro lado, cuando se tiene datos censurados en la muestra, la funciéon de verosimi-
litud se construye de una forma muy similar a (4.36) utilizando adicionalmente la funciéon

de confiabilidad R(t) como sigue.
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Sea T una variable aleatoria que representa el tiempo hasta que el evento T; (posi-
blemente censurado) represente la falla de la i — ésima observacion e Y; denota la falla
observada o tiempo censurado min(7;, C;), donde C; representa el tiempo censurado. Si
Y; es no censurado, la observacion ¢ contribuye a la ecuacion de verosimilitud igual que a
la funcion de densidad para T evaluada en Y;, f(Y;). Si Y; representa un tiempo censura-
do tal que T; = Y;*, solo se conoce que T; excede a Y;. La contribucion a la funcion de

verosimilitud es la probabilidad de que T; > C; (igual a P {T; > Y;}). Esta probabilidad

se conoce como R(Y;). La verosimilitud conjunta sobre todas las observaciones i = 1,...,n

es:
Ly = [ re) ]I R(6) (4.37)
1:Y; no censurado i:Y; censurado

En la ecuacion (4.37), se observa que existe un componente adicional en la funcion de
verosimilitud L(#;y): la distribucion de los tiempos de falla censurados.

Como se supone que los tiempos censurados son “no informativos”, entonces son in-
dependientes del riesgo del evento en cuestion. Esta independencia implica que el com-
ponente de la funciéon de verosimilitud correspondiente a la distribuciéon de los datos
censurados, simplemente multiplica a L(6;y) y que la distribucion de los datos censura-
dos contiene poca informacion acerca de la distribucion de confiabilidad (o sobrevivencia)
(Harrell, 2001).

Adicionalmente, la funcion de distribucion de los datos censurados, puede ser dificil de
especificar, por esta razon se puede maximizar L(6; y) en forma independiente para estimar
los parametros de R(t), e ignorar la distribucion de los datos censurados. Considerando

que A(t) = f(t)/R(t), entonces f(t) = A(t) - R(t) y como la funcion de tasa de riesgo

acumulado es A(t) = —log R(t), la funcion de log-verosimilitud puede ser escrita como
sigue:
logL(Biy) = > logA(Yi;0) = > A(Y;;0) (4.38)
i:Y; no censurado =1
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Una vez estructurada la funcion L(6;y) o log L(6; y) ambas pueden ser utilizadas para
la estimacion del vector de pardmetros . La diferencia principal radica en que los datos
censurados contribuyen con menos informacion a la inferencia estadistica comparados con
los datos de tiempos de falla completos.

Una forma de estimar el vector de pardmetros ¢ dados los datos y, es maximizan-
do la funcion de verosimilitud (o de forma equivalente la funcion de log-verosimilitud),
escogiendo el vector de parametros que hacen los datos observados lo mas verosimiles
posible.

Formalmente se define el estimador de méxima verosimilitud (MLE), como el valor 6:

log L(6;y) > log L(0;y) para todo . (4.39)

La primera derivada de la funciéon de log-verosimilitud es llamada funciéon de califi-

cacion de Fisher (Fisher’s score function), y se denota por:

u(f) = %ﬁy) (4.40)

Si la funcion de log-verosimilitud es concava, se puede encontrar el estimador de méxi-
ma verosimilitud igualando la segunda derivada a cero u(é) = 0. La funcién de calificacion
es un vector aleatorio con algunas propiedades estadisticas interesantes. En particular, la
funcion evaluada en los valores verdaderos de 6, tiene media cero Efu(f)] = 0 con matriz

de varianzas y co-varianzas dada por la matriz de informacion:
var[u(9)] = E[u(0)u'(0)] = 1(6) (4.41)

Bajo condiciones regulares, la matriz de informacion puede ser obtenida como menos
el valor esperado de las segundas derivadas de la funcion de log-verosimilitud (Pham,
2006):

9?log L(@)] (4.42)

10)=-E [ 0000'
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La matriz observada de las segundas derivadas negativas, es llamada la matriz de
informacion observada.

Por otro lado, bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador de méxima vero-
similitud para muestras grandes, sigue aproximadamente una distribuciéon Normal con
media igual al pardametro verdadero y matriz de varianzas y co-varianzas dada por el

inverso de la matriz de informacién, esto es:
0 ~ N,(0,17(0)) (4.43)

Las condiciones de regularidad incluyen lo siguiente: el valor del parametro verdadero
0 debe estar contenido en el espacio de pardmetros, la funcion de log-verosimilitud deberé
ser tres veces diferenciable y las terceras derivadas deben ser limitadas.

Estos resultados proveen las bases para construir pruebas de hipotesis e intervalos de
confianza. Por ejemplo, bajo la hipotesis Hy : 8 = 6 para algtn valor fijo de 6, la forma
cuadratica es:

~ ~

W = (0 — 00)Tvar="(6)(6 — 6,), (4.44)

para muestras grandes sigue aproximadamente una distribucion x? con p grados de li-
bertad. Estos resultados pueden ser extendidos para cualquier combinacién lineal de 6,
incluyendo sub-conjuntos de elementos de 6.

Cuando el subconjunto contiene solo un elemento usualmente se toma la raiz cuadrada

del estadistico de Wald, como un estadistico z, (Hauck, 1977):

R/ (4.45)

var(6;)
Estos resultados pueden ser modificados sustituyendo la matriz de varianzas y covar-

ianzas del estimador de maxima verosimilitud con el inverso de la matriz de informacion

observada:

~ ~

var(0) = I71(0) (4.46)
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4.1.5. Weibayes

Especificamente para el modelo Weibull, existe un método de estimacion de pardmetros
basado en el método de maxima verosimilitud, utilizado principalmente cuando no se
cuenta con tiempos de falla, es decir solo se tienen datos censurados.

Weibayes es definido como un andlisis Weibull dado el pardmetro de forma 3, es como
un modelo Weibull de un paradmetro. Fue desarrollado por Abernethy en Pratt & Whitney
Aircraft en los anos 70’s, para resolver problemas cuando el anélisis tradicional Weibull
tiene alta incertidumbre o no puede ser usada porque no hay tiempos de falla.

Weibayes ofrece incrementos significativos en precision comparado con Weibull de
muestras pequenas. Por lo tanto, Weibayes es la “mejor practica” para muestras pequenas
o cero tiempos de falla, si se cuenta con una estimacion razonable del parametro de forma
(Abernethy, 2008).

En un analisis Weibayes el parametro de forma se asume de datos histéricos, del API,
por experiencia previa en planta o por conocimiento a cerca de la fisica de las fallas
(literatura). Con una (3 dada, el parametro de escala n puede ser calculado en los casos

cuando existan o no tiempos de falla.
e Weibayes con tiempos de falla

Si r fallas han ocurrido y se usa Weibayes; 1 es el estimador de maxima verosimilitud

del parametro verdadero de 7.
L(b;z;) = [[ f() - ][ R(=) (4.47)

Si f(x) representa es una funcion de densidad Weibull dada por la funciéon (4.7) y la
funcion de confiabilidad (4.12), entonces la funcién de verosimilitud estara representada
por:

r N\ A1 N N
L(t; 8,7) :H% (%) e~ () .He_(T;) (4.48)

Jj=1
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El estimador de méxima verosimilitud (MLE por sus siglas en inglés) para el logaritmo

de la funcion (4.48) sera:

. 1
M# - Zlog (ti) — 3 =0 (4.49)

r= Numero de fallas.
n—= Numero de observaciones censuradas o no censuradas.
t; = Tiempo observado.
El valor de B es encontrado mediante un proceso iterativo, una vez estimado el valor
de B, el pardmetro de escala es: )
N = [z": i] ’ (4.50)
-1

e Weibayes sin tiempos de falla

Cuando ninguna falla ha ocurrido en un conjunto de n unidades, es decir con tiempo de
falla censurados t1, ts, ..., t,, v las unidades son susceptibles a un modo de falla Weibull con

3 conocida y n desconocida, entonces un intervalo de confianza conservativo 100(1 — ) %

es:
St St
f> =l > [ =L 4.51
= —In(a) == —In(a) (4.51)

Conservativo significa que el nivel del intervalo de confianza verdadero es desconocido,
pero es al menos 100(1 —a) %. Asumiendo r = 1, Weibayes provee un 63.2 %, sin embargo
puede ser usado a cualquier nivel de confianza. Esto es,—In(a) = 1,a = ¢! = 0.368,
por lo tanto 100(1 — 0.368) % = 63.2 % intervalo inferior de confianza para n (Abernethy,
2008). Por otro lado, Nelson (1985) propone algunos métodos para determinar intervalos

de confianza para Weibayes cuando existen tiempos de falla.
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e Correcciéon por sesgo para el modelo Weibull

Cuando se utiliza el método de maxima verosimilitud para muestras pequenas el valor
estimado de los pardmetros del modelo es sesgado, en este caso para tamanos de muestra
medianos o pequenos (de 1 a 100), una posible opcién es utilizar la correccion MLE-RBA
(por las siglas en inglés de Reduced Bias Adjustment).

Investigaciones recientes realizadas por Barringer (Abernethy, 2008) muestran empiri-
camente que el factor RBA para el parametro 3 es la correcciéon Cy utilizada en control

estadistico del proceso. Esto es, si multiplicamos 3 MLE por €252 se elimina el sesgo

mediano:
ﬁinsesgado = B : 02.520 Y Ninsesgado = 77 : 0470.217 (452)
donde
2 I'(%
C, = — 2/ 4.53
VI ) 4

n =Numero de fallas sin incluir datos censurados.
e Distribucién de probabilidad no-paramétrica

Como ya se menciond, la muestra obtenida del experimento aleatorio es sometida a
una prueba de bondad de ajuste para determinar la distribucién que mejor representa el
comportamiento de la variable aleatoria. En ocasiones, el comportamiento de los datos
no puede representado mediante una funcién con parametros conocidos, en estos casos se
utilizan modelos no-paramétricos para estimar la confiabilidad del sistema en cuestion,
estos modelos se basan en el comportamiento real de la variable aleatoria. Los métodos no
paramétricos, no suponen el conocimiento de ninguna distribucion, por lo tanto, también
se les llama métodos de distribucion libre.

La mayoria de los métodos no paramétricos implican el analisis del rango de los datos,
por lo que no se utilizan los valores de la muestra. Cuando existen problemas de divergencia
los métodos no paramétricos son mas eficientes que los métodos paramétricos (Harrell,

2001).
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Algunos métodos no paramétricos para el calculo de la confiabilidad son el método
del Rango Medio y la estimacion por Kaplan-Meier, de estos métodos es comtin encontrar
la utilizacion del estimador de Kaplan-Meier, incluso para realizar pruebas de bondad de

ajuste para datos censurados.
e Estimador de Kaplan-Meier

En esta seccion se describe un procedimiento no paramétrico muy usado para la esti-
macion de la funcion de confiabilidad R(t). Este procedimiento no asume ninguna forma
paramétrica y supone que se cuenta con la informacion necesaria para la estimacion.

Un grupo de n componentes idénticos empieza a operar al tiempo t, = 0. Durante la
operacion los componentes pueden fallar e incluso perderse y salir del proceso de operacion.
Se lleva un registro de las fallas junto con los componentes que siguen operando o que
atin no han fallado.

Suponga que las fallas ocurren en los instantes de tiempo 0 < t; < ty < ... < t;. Sea
n; el nimero de componentes “en riesgo” (o que sobreviven) justo antes del tiempo ¢;.
Denote con w; el nimero del ntimero de componentes fuera del proceso de observacién en
el intervalo entre la (j — 1) — ésima y la j — ésima falla, en el intervalo (¢;_1,¢;),to = 0.
Obviamente, ny = n — wq, ny = n; — 1 — wy, ete.

Kaplan y Meier (1958) sugieren el estimador no paramétrico R(t) de la funcion de

confiabilidad R(t), el cual se define mediante la siguiente expresion:

Rity= [] —=1/m), (4.54)

{i:t; <t}

A

R(t) es continua por la derecha. Es igual a 1 para 0 < ¢t < ;. Una estimacion heuristica del
estimador (4.44), se desarrolla como sigue. Suponga que las observaciones de la muestra
se llevan a cabo en los instantes de tiempo t;, ¢« = 1,2,...,1], se registra el nimero

de n; de componentes que siguen en el proceso o con vida justo antes del instante de

la observacion. Ademas, asuma que el nimero de fallas dj es conocido en el intervalo
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A= (t;f_l, tj). Adicionalmente, se conoce el nimero de componentes w; “perdidos” en tal
intervalo. Sea 7 el tiempo de falla del componente. Entonces decimos que P (T > t;) =

R (tj) =P (sobrem’va después de t;‘) . Obviamente:

R (t;) =P(r>ty)P(r>tir>t)...P (7’ > t;‘\r > t;q) (4.55)

Sea p;, = P (7’ >t > t;k_l). Una estimacion de p;, es la cantidad p; = 1 — d}/n}, donde
n! es el nimero promedio de componentes en operaciéon durante el intervalo A;. Entonces,
es razonable establecer 7} = n} — w;/2. Por lo tanto, la llamada tabla de vida estimada

R(t;) de R(t;) se obtiene como:
J
R(t;) = [ b (4.56)

El estimador de Kaplan-Meier puede ser visto como el caso limite del estimador (4.44).
Imagine que las longitudes de A; tienden a cero, y el nimero de estos intervalos tiende
a infinito. Algunos de estos intervalos que no contienen fallas van a contribuir a (4.44)
con un factor de 1. La tinica contribucién no trivial correspondera a los intervalos que
contengan fallas. Para estos, los instantes de falla son separados unos de otros p; =
1 —1/nf = 1 —1/n;. Con esto, encontramos el estimador de Kaplan-Meier también
llamado el estimador producto limite (PL) (Gertsbakh, 2000).

La féormula conocida en la literatura como el estimador de Greenwood, proporciona

una estimacion de la varianza Var [Z% (t)}:
. . 2
Viar [R (t)} - [R (t)} S (ns(ni— 1)) (4.57)
{’i:tigt}
Un intervalo de confianza 1 — 2« de la confiabilidad para un valor especifico ¢ puede

ser obtenido por:

~

R(t) — 20 (Var [RE]D®, R(t) + 20 (Var [R(t)})0'5] (4.58)

donde z, es el cuantil a de una distribucién Normal Estandar N(0,1).
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4.1.6. Estimacion de Confiabilidad

Gran parte de la teoria de confiabilidad mostrada en secciones anteriores, se ocupa
de los patrones de falla para componentes individuales o para sistemas de componentes,
sin embargo de estos se derivan temas para estrategias de reemplazo por edad las cuales
conciernen a la economia de reemplazar el equipo antes de que falle para disminuir la
probabilidad de que ocurra un error o falla durante la operacion. Con este fin, en esta
seccibn se muestran las bases para la estimacion de confiabilidad, probabilidad de falla,
tasa de fallas entre otros indicadores.

Ademas de las funciones de distribucion acumulada F(t) y de densidad f(t) de la
variable aleatoria T, son de interés otras relaciones afines; en el caso de f(t) y F(t) es
como sigue:

dF(t)

ft)=—— (4.59)

Una de las funciones de interés es la funcion de confiabilidad (llamada también funcion

de supervivencia), esta funcion esta definida como:
R(t)=P{T <t} =1—F(t) (4.60)

La funcion R(t), representa la probabilidad de que un componente nuevo no sobreviva
mas del tiempo t. Existe una relacion fundamental en la teoria de confiabilidad a la cual

se le llama funcion de tasa de fallas o funciéon de frecuencia de fallas y esta dada por:

At) = % (4.61)

La funcién de tasa de fallas representa la rapidez de cambio de la probabilidad condi-
cional de falla en el momento . Se puede considerar como una medida de la probabilidad
de que un componente que ha sobrevivido hasta el tiempo ¢ falle en el siguiente instante.

Otros indicadores importantes son el Tiempo Medio Entre Fallas (MTBF), el Tiempo
Medio a la Falla (MTTF) y el Tiempo Medio de Reparacion (MTTR), los cuales se
utilizan para calcular la disponibilidad del equipo. El indicador MTTF es el tiempo
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medio en que trabajara un sistema antes de que falle por primera vez (Gertsbakh, 2000).
Es decir, si tenemos n componentes idénticos que empiezan a funcionar en el instante
t = 0 y medimos el tiempo que tarda cada uno en averiarse, la media de estas medidas
constituye el MTTF.

Por otro lado, si T es una variable aleatoria que mide el tiempo que tarda un compo-

nente en averiarse, entonces su valor esperado sera:

Elf] = MTTF = / LF()dt = / R(t)dt (4.62)

El Tiempo Medio de Reparacion (MTTR), indica el tiempo promedio que se necesita
para reparar un sistema, se calcula experimentalmente estimando el tiempo ¢, requerido
para la restauracion de un sistema cuando ha ocurrido una falla. Este indicador, se expresa
mediante una tasa de reparacion pu, que indica el nimero medio de reparaciones por unidad
de tiempo.

MTTR =1/p (4.63)

El Tiempo Medio Entre Fallas (MTBF), es el tiempo medio que transcurre entre dos
averias consecutivas de un sistema, para calcularlo se debe considerar el tiempo necesario
para reparar el sistema y volver a reactivar su funcionamiento, lo cual indica que es
aplicado solamente a sistemas reparables.

Considerando que al reparar un sistema, este queda como nuevo (en las mismas condi-
ciones que cuando se puso en funcionamiento), existe una relacion entre MTTF, MTTR
y MTBF que se conoce como disponibilidad, la cual se define como la probabilidad de que
el sistema esté funcionando en un tiempo determinado (Dodson y Nolan, 1999), (Zacks,
1992). La disponibilidad depende del MTBF y el MTTR, por lo tanto, se aplica solo a
sistemas reparables. Esto es, si un sistema experimenta N fallas a lo largo de su vida,
estard N « MTTF horas operando y N x MTTR horas en reparacion; por lo tanto, la

disponibilidad media sera:

A N MTTF B MTTF
" N« MTTF+ N« MTTR MTTF + MTTR

(4.64)
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4.2. Modelo Paramétrico de Riesgo Proporcional

Como una generalizacion de los modelos de sobrevivencia, existen los modelos pa-
ramétricos de riesgo proporcional que representan una generalizacion de un modelo de
sobrevivencia en forma de un modelo de regresiéon. En otras palabras, se realiza un mo-
delo heterogéneo agregando covariables X = {Xj, Xy, ..., Xx}.

El modelo de sobrevivencia en forma de regresion mas usado es representando la
funcion de riesgo A(t) multiplicada por la exponencial de los cofactores exp(X ). El
modelo de sobrevivencia generalizado se obtiene cambiando la funcion de riesgo A(t) para
un tiempo determinado 7', por la funcion de riesgo A(t) exp(X ) para un tiempo de falla,
dados los cofactores:

AEX) = A(t) exp(X ) (4.65)

Esta forma de regresion es llamada modelo de riesgo proporcional. La parte correspon-
diente a A(t), proveniente de A(t|X), es llamada funcion de riesgo base. Note que cualquier
funcion de riesgo paramétrica puede ser usada para representar A(t).

El modelo de riesgo proporcional es el mas popular para el analisis de datos de tiempo
de falla (Harrell, 2001). El modelo asume que los covariantes actuan multiplicativamente
sobre la funcion de riesgo, sin embargo, el riesgo puede tomar cualquier forma; exponencial,
Weibull o cualquier otra forma particular.

La parte de regresion del modelo es completamente paramétrica, esto es, los regresores
estan relacionados linealmente con el logaritmo del riesgo o con el logaritmo del riesgo
acumulado. La estimacion de los pardmetros en los modelos de riesgo proporcional se
realiza mediante el método de maxima verosimilitud.

Sea T una variable aleatoria que representa el tiempo hasta que el evento T; (posible-
mente censurado) termina, lo que representa el tiempo de falla de la i—ésima observacion y
Y; denota la falla observada o tiempo censurado min(7;, C;), donde C; representa el tiempo

censurado. Si Y; es no censurado, la observacion ¢ contribuye a la ecuacion de verosimilitud
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igual a la funcion de densidad para T" evaluada en Y;, f(Y;). Si Y; representa un tiempo
censurado tal que T; = Y, solo se conoce que T; excede a Y;. La contribucion a la funcion
de verosimilitud es la probabilidad de que T; > C; (igual a P {T; > Y;}). Esta probabilidad
se conoce como R(Y;). La verosimilitud conjunta sobre todas las observaciones i = 1,...,n

es (Harrell, 2001):

L= I rv I Rv (4.66)
1:Y; no censurado i:Y; censurado

Para obtener la funcién de log-verosimilitud, se toma el logaritmo natural de la
ecuacion (4.56). En el caso particular de los modelos de riesgo proporcional, la funcion
de log-verosimilitud es construida de la misma forma, con la diferencia de que se incluye

exp(X;a) en la funcion. Por ejemplo, para el caso particular del modelo Weibull, la funcion

M) =2 (3)5_1 (4.67)

de riesgo base es:

n AN
Por lo tanto, la funcion de riesgo base proporcional seria:
B\
At, X) =— (—) exp(X;a) (4.68)
AN

En algunos casos el modelo puede ser escrito de una forma numéricamente mas estable,
esto es, se elimina el pardmetro de escala del modelo y se agrega el intercepto como un
covariante adicional «g, por lo tanto la funcién de riesgo para el modelo Weibull de riesgo

proporcional estarad dada por:
At, X) = BtP~teXimo it (4.69)

Por otro lado, la funcién de confiabilidad del modelo esta dada por:

t
_.] )\(u,X)du —tﬂezgnje a;x;

R(t,X)=e¢ 0 =e (4.70)

Mediante la relacion f(t) = A(t)R(t), tomando la derivada parcial de la funcion de

confiabilidad dada por (4.60) con respecto al tiempo, la funcion de densidad del modelo
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de riesgo proporcional sera:

m

m 5 j;oo‘jmj
> ajxj—tPee
4=0

ft,X)=p-t""1e : (4.71)

donde el namero total de pardmetros a estimar es m + 2. Por lo tanto, la funcion de

log-verosimilitud para el modelo de riesgo proporcional Weibull es:

ln(L) — Z Nz In (ﬁ . Tiﬁ—leTf-erzo ajz; ez;.":o oajaci,j)

i:T; no censurado
n

- Y NI e (4.72)

:T; censurado

En muchas situaciones, la forma real de la funcion de riesgo es compleja y desconocida,

por esto el modelo de riesgo proporcional de Cox (1972) tiene ventajas sobre éstos modelos.

4.3. Modelo de Riesgo Proporcional de Cox

El modelo de riesgo proporcional ha tenido un papel importante en el andlisis de super-
vivencia desde que fue propuesto por Cox (1972), éste modelo ha sido usado ampliamente
en muchas areas, principalmente en investigaciones biomédicas, para probar los efectos
que tienen algunos covariantes sobre el tiempo de algunos eventos en presencia de datos
censurados. Dado que la restricciéon de tiempo puede no permitirnos observar la falla de
cada unidad experimental, para algunas unidades solo conocemos que la falla no ocurri6
hasta el final del estudio, lo cual representa un evento censurado y puede ser representado
por el modelo de Cox.

Asignando T como el tiempo de falla, C' representa la censura de ese tiempo y Z =
{Zy,..Z,}T es un vector de covariantes de dimension p, el vector de covariantes Z es en
este caso independiente del tiempo. El tiempo de falla T" puede no siempre ser observado

debido a la censura de los datos, por lo tanto se observa X = min(7, C), el minimo tiempo
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de falla y el tiempo censurado, donde A = [(T < C), representa el indicador de falla que
ha sido observado. El conjunto de datos que ha sido obtenido del anéalisis de falla esta
compuesto por n realizaciones independientes de (X, Z, A).

Entonces, P(T" > t|Z) representa la funcién de confiabilidad condicional, donde la

funcion condicional de riesgo esta dada por (Pham, 2006):

1
A(t/Z) = lim =P (t<T <t+ AT >1.7), (4.73)

=1
At—0 At
el cual representa el riesgo instantaneo en el tiempo ¢, dado que la falla no ha ocurrido

antes del tiempo t. Existen diferentes formas de modelar la relacion entre el tiempo de

falla y los covariantes; en el modelo de riesgo proporcional es de la forma:
ANt/Z) = xo(t)exp (B7Z) , (4.74)

donde Ao(t) es una funcion de riesgo desconocida correspondiente a Z = (0,...,0) y § =
(B1, .., Bp) es el vector de los coeficientes de regresion.

El método no asume una distribuciéon paramétrica de tiempo de falla, sin embargo
asume que los efectos de las diferentes variables en el tiempo de falla, son constantes
a través del tiempo y son multiplicativas en el riesgo. El modelo es llamado modelo de
riesgo proporcional debido a que la proporcién de riesgo de dos unidades experimentales

cualesquiera es siempre constante:

ANt/Z)  Xoexp(B'z)

Ni/Z)  mep(arz) P (4.75)

donde z y 2’ son los covariables correspondientes a cada unidad, esta cantidad es llamada
cominmente proporcién de riesgo o riesgo relativo.

La interpretacion del parametro 3 es similar que en cualquier otro modelo de regresion.
Por ejemplo, exp(1) es el riesgo de dos unidades de estudio donde el valor del primer
covariante difiere de 1 y el valor de cualquier otro covariante es el mismo. El objetivo
principal es realizar inferencias acerca de 8 o de un conjunto de 3's para determinar si

uno o varios covariantes tienen influencia sobre la confiabilidad de algiin componente o



CAPITULO 4. MARCO TEORICO 67

no. El modelo de riesgo proporcional es considerado semi-paramétrico, debido a que el
riesgo base Ao(+) es un parametro de dimensiones infinitas.

Por otro lado, el modelo de riesgo proporcional de Cox, no utiliza [y, esto es, se
sabe que un anélisis tipico examina la relacion entre la distribucion de supervivencia y
sus covariantes, cominmente éste anélisis exige la especificacion del modelo lineal para
el logaritmo de la funcién de riesgo. Por ejemplo un modelo paramétrico basado en la

distribucién exponencial puede ser escrito como:
In Ai(t) = a+ Biea + oz + ... + Brir, (4.76)

que es equivalente a,

\i(t) = ea+51$i1+ﬁ2xik+m+ﬂk1ik, (4.77)

el cual es un modelo lineal para el logaritmo de la funcién de riesgo, donde 7 representa
el subindice para cada observacion, las x’s son los covariantes y la constante « representa

un logaritmo del riesgo base, por lo tanto cuando las z’s son cero tenemos:
In\(t)=a o N(t)=e" (4.78)

El modelo de Cox, a diferencia de lo anterior, deja la linea base de la funcion de riesgo

o el riesgo base a(t) = 1In Ao(t) sin especificar:
In A\i(t) = a(t) + Brza + Bowar, + .. + Bri, (4.79)

lo que es equivalente a,

)\z<t) — )\O(t) . ePrzatBezivt. Bk (480)

El modelo de Cox puede ser semi-paramétrico debido a que el riesgo base de referencia
puede tomar cualquier forma y los covariantes se agregan de forma lineal. Consideremos
ahora dos observaciones i e 7/, las cuales difieren en sus valores covariantes x, con sus
polinomios correspondientes 1; = 1241 + BoZir + ...+ Bpx v 1, = P11 + Poik + ... + Brik,
realizando el cociente de las observaciones tenemos:

)\Z(t) B )\o(t) - el B e’

= = 4.81
MO dolD)- e e .
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el cual es independiente del tiempo y por consecuencia el modelo de Cox es un modelo de

riesgo proporcional (Cox, 1972).
e Estimacion de los coeficientes del modelo

El método de verosimilitud parcial fue introducido por Cox (1972) para estimar los
parametros de regresion 3 en el modelo de riesgo proporcional para tiempos de falla con
posible censura. Cuando los tiempos de falla siguen una distribucién continta, es muy
dificil que dos componentes fallen al mismo tiempo, sin embargo, el tiempo medido por lo
general sigue una distribucion discreta, dado que solo puede tomar valores dentro de un
conjunto finito de nameros. Por lo tanto, la repeticién de tiempo de falla puede ocurrir
en muchos de los casos, lo cual requiere atencion especial (Pham, 2006).

Es importante mencionar que en la estimacion de los parametros del modelo, los valo-
res de las variables independientes pueden ser centrados para incrementar la estabilidad
del algoritmo de optimizacion. Se le llama datos centrados, cuando a la matriz de disenio
le restamos su media. Centrar los datos no afecta los coeficientes de regresion, y como
consecuencia se pueden obtener mejores resultados debido a la estabilidad que le propor-
ciona al método numérico utilizado en la optimizaciéon, ademés de que el centrado de los

datos no afecta las inferencias realizadas acerca de los parametros estimados.

1. Verosimilitud parcial sin repeticiones

Supongamos que no existen repeticiones entre los tiempos de falla ¢4, ...,ty, donde
N denota el orden de los tiempos de falla observados y (j) denota el caso de algin
componente que falla en ¢;. Supongamos que R; representa el conjunto de riesgo en
el tiempo ¢;. R; = {i : X; > t;}. La funcion de verosimilitud parcial, para el modelo

dado, es definida como:
exp (872

Dicr, exp (87Z;) 482)

J=1
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por lo tanto, la funciéon de log-verosimilitud esta dada por:

N

L®) =Y {020 —1og [ exnl(572)] } (4.83)

j=1

La verosimilitud parcial maxima para estimar los parametros (3, como propuso Cox

(1972), es calculada mediante la solucién de la ecuacion U(3) = 0, donde:

L)

U(p) IR (4.84)

La matriz de informacién, definida como la segunda derivada negativa de la funcion

de log-verosimilitud, esta dada por:

oU(3) al Zz‘eRj eXp (ﬁTZi) Z:m B (ZieRj eXp (ﬁTZz‘) Zi) i

19) =5 = Z > ier, oxp (57Z) Licr; xp (512:)

(4.85)

donde a®? = aa” para cualquier vector a.

Puede ser demostrado que 3 es un estimador consistente de 3, y nlfl(ﬁ) es un
estimador consistente para la matriz de co-varianzas de n'/ 2(@ — [3), donde n es el
namero de todos los sujetos o componentes, censurados o no censurados (Pham,
2006). Entonces para muestras grandes, B sigue aproximadamente una distribucion

Normal con media 3 y matriz de varianza y co-varianza I71(3).

2. Verosimilitud parcial con repeticiones

Supongamos que existen N distintos tiempos de falla observados tq,...,txy v para
cada tiempo t;(1 < j < N) existen d; fallas observadas. Note que D, representa el
conjunto de todos los individuos que fallaron en un mismo tiempo ¢; y RR; representa
el conjunto de riesgo en el tiempo ¢;; R; = {i : X; > t;}. Cuando existe una cantidad
considerable de repeticiones en los datos, la estimaciéon de la maxima verosimilitud
se vuelve complicada y consume tiempo, por ésta razéon se utilizan algunas aproxi-

maciones de la funcién de verosimilitud parcial. Dos aproximaciones comunes son la



CAPITULO 4. MARCO TEORICO 70

de Breslow y la de Efron. La aproximaciéon de Breslow para datos con repeticiones

es la siguiente:

Lo(®) = i {5, z-ae |Y, o020} s

Esta aproximaciéon funciona bien cuando no existe una cantidad grande de repeti-
ciones, en caso contrario, es recomendable la utilizaciéon de la aproximacion propues-

ta por Efron:

Lp(B) =
N d; (k—1) exp(8T Z;)
T T
Zl 5 ZIGDJ- ZI o ; IOg Zz‘G?Rj exp(ﬁ ZZ) B dj EZD (487)
j= = i€D;

El método de Breslow es mas sencillo de utilizar y es ademéas el mas popular, sin
embargo, la aproximacién de Efron es por lo general mas exacta. Ambas funciones
se reducen a la verosimilitud parcial cuando no existen repeticiones.

3. Estimacion de la funciéon de confiabilidad y riesgo

R ¢
La funcion acumulada de riesgo Ag(t) = [ Ao(u)du puede ser estimada por:
0

A 6
Ay = j ’
' j%;t Zie%j exp(81Z;)

(4.88)

donde 6; = I(T; < C;). La funcion Ag(t) es continua creciente a la derecha con
saltos en los tiempos de falla observados, y es comtinmente referida al estimador de

Breslow.

En el caso de eventos repetidos, cada uno de los sujetos en una repeticiéon contribuye
por si solo a la suma y éste término es el mismo para todos los sujetos que fallaron
en un tiempo especifico. Este estimador, puede ademas ser derivado a través de una

aproximacion del perfil de riesgo.
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La funcion de confiabilidad Sy(t) = exp[—Ag(t)] puede ser estimada mediante Sy (t) =
exp[—Ag(t)]. Por lo tanto, la funcion de confiabilidad estimada para cada individuo

con un valor de covariante Z es dada por:

So(t]z) = exp [—/A\O(t)eBTZ} (4.89)

4.4. Meétodo de Newton-Raphson

El método fue escrito por Isaac Newton en 1669, en un trabajo de nombre: “De analysi
per aequationes numero terminorum infinitas” y publicado en 1711 por William Jones en:
“De metodis infinitarum”. Ademas, fue traducido y publicado por John Colson en 1736,
como método de fluxiones. El método es conocido como “fluzionum et serierum” obtenido
a través de la expansion de series de Taylor para n variables alrededor de una raiz con
respecto a & = Z; (Sun et. al. 2006).

La idea béasica del método de Newton para la optimizacion de funciones sin restric-
ciones es usar iterativamente la aproximacion cuadratica ¢®) con la funcién objetivo f
en la iteraciéon x; y minimizar la aproximacion ¢¥). Sea f : R* — R continuamente y
doblemente diferenciable x;, € R", y el Hessiano V2 f(z;) positivo definido. Modelamos f

en el punto actual z, mediante la aproximacion cuadratica ¢,
flag+s) = q"™(s) = flz) + V() "s + %STVQf(mk)Sv (4.90)
donde s = x — x;. Minimizando ¢*)(s) obtenemos
T = xp — [V ()] IV f ), (4.91)
la cual representa la formula de Newton. Siendo
Gy = V*f(zx), gr = V f(aw), (4.92)

reescribimos (4.92) como:

The1 = Tp — G;zlgk, (4.93)
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donde s = T — xp = —G,;lgk, representa la direccién de Newton.

Claramente, la direccion de Newton es una direccion descendente dado que satisface
gl s, = —g,?G,;lgk < 0 y G}, es una matriz positiva definida.

Para la funciéon cuadratica positiva definida, el método de Newton puede encontrar
el minimo en una sola iteraciéon. Sin embargo, para una funciéon general no cuadratica
no es seguro que el método pueda encontrar el minimizador con iteraciones finitas. Afor-
tunadamente, dado que la funcién objetivo es aproximada a una funcién cuadratica, si
el punto inicial esta cerca del minimo o méaximo, el método converge rapidamente. El
siguiente teorema muestra la convergencia local y la convergencia cuadratica del método
de Newton.

Teorema 1. (Convergencia del método de Newton). Sea f € C? y x;, estd lo suficiente-
mente cerca de la solucion z* del problema de maximizacion o minimizacion con g(z*) = 0.
Si el Hessiano G/(z*) es una matriz positiva definida y G(x*) satisface la condicion de Lip-

schitz:
|Gij (x) — Giz(y)| < Bllz =yl (4.94)

donde G;;(x) es el elemento (7, j)G(z), entonces para todo k, la iteracion de Newton (4.93)
esta bien definida; la secuencia generada {z;} converge a z* de forma cuadratica.

Prueba. Sea hy = xp — z*. De la formula de Taylor se muestra que: 0 = g(z*) =
g — Grhi + O (Hhk||2) Dado que f € C?, x;, esta lo suficientemente cerca de z*, y G(z)
es positiva definida, es razonable asumir que xj esta en la vecindad de z*, G(z) positiva
definida, G,;l en el limite superior. Por lo tanto, la k — ésima iteracion de Newton existe.
Multiplicando G,;l obtenemos:

0=Gy'gr— he+ O (|l

= —sp — b+ O (|h]1?) (4.95)
— s+ O (el

Por definicién en O(.), existe una constante C' tal que:

]l < C 1]
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|| < C ||h]? (4.96)

Sixp € Q={x|||h|| <~v/C,h=x—a*~€(0,1)} entonces:
1]l < v llRwll <2/C <v/C (4.97)

y por consecuencia zy1 € ). Por induccion en k, la iteracion de Newton esta bien definida
para toda k, y ||hg]| — 0 conforme k — oo y por tanto, la iteracion converge. Ademas la
ecuacion (4.97) muestra que la convergencia de la iteracion es cuadratica.

Cabe destacar que el método de Newton es un método local. Cuando el punto de inicio
esté alejado de la solucion, no es seguro que Gy, sea positiva definida y la direccion de New-
ton dj es descendente. Por lo tanto la convergencia no esta garantizada. La convergencia
hacia una solucion esta asegurada por el teorema de Newton-Kantorovich (Nazareth et.
al. 2003), si se cumplen ciertos requisitos. De éstos, los mas importantes son que el punto
inicial debe estar suficientemente cerca de la soluciéon y dentro de un determinado recinto,
donde f(z) sea continuamente diferenciable.

Con el fin de intentar mejorar la convergencia del método de Newton, existen en la
bibliografia los métodos de Newton modificados, basados algunos de ellos en criterios de
optimizacién. Estos métodos atin suponiendo una mejora respecto al método de Newton,
no aseguran la convergencia global a la solucion correcta del problema porque pueden

converger hacia minimos locales (Nazareth et. al. 2003).

4.5. Diagnosticos de Colinealidad

Si no hay relacion lineal entre los regresores (en la matriz de disefio), se dice que son
ortogonales; algunas veces la falta de ortogonalidad no es grave, sin embargo, en algunos
casos los regresores tienen una relacion lineal casi perfecta, por lo que las inferencias
basadas en el modelo de regresion pueden ser enganosas o erréoneas. Cuando hay depen-
dencia casi lineal entre los regresores, se dice que existe colinealidad o multicolinealidad

(Montgomery et. al. 2006).
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Los efectos que produce la colinealidad entre las variables explicatorias son: a) Esti-
maciones inestables del vector de parametros, b) varianzas muy grandes de los coeficientes
estimados y, ¢) pérdida de potencia de las pruebas estadisticas. Esto justifica la importan-
cia de detectar la presencia de colinealidad y la determinacién de las variables involucradas

en la relacion colineal (Godinez y Ramirez, 2003).
e Colinealidad exacta

Afirmamos que existe un problema de colinealidad exacta, cuando una o mas variables,
son una combinacion lineal de otras, es decir, existe un coeficiente de determinacién entre
estas dos variables de 1. Esto provoca que la matriz de varianzas y covarianzas tenga

determinante det = 0, y sea singular, por lo tanto su inversa no existe.
e Colinealidad aproximada

Existe colinealidad aproximada, cuando una o mas variables, no son exactamente una
combinacion lineal de la otra, pero existe un coeficiente de determinacion entre estas

variables muy cercano al uno y por lo tanto det = 0, es aproximado a cero.
e Fuentes de colinealidad

Algunas fuentes de colinealidad mas comunes son:

1. El Método de recoleccion de datos: Esto es cuando la persona o el analista muestrea

solo un subespacio de la region de interés o de los regresores definidos.

2. Restricciones en el modelo: Se presentan en problemas donde intervienen procesos
de producciéon o quimicos, cuando los regresores son componentes de un producto y

éstos suman una constante.

3. Especificacion del modelo: Al agregar términos polinomiales a un modelo de regre-

sion se produce deterioramiento en la matriz de covarianzas.
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4. Un modelo sobre definido: Cuando tiene més variables regresoras que observaciones

(Montgomery et al., 2006).

e Diagnésticos de colinealidad

1.

Analizar las correlaciones entre todas las parejas de variables para detectar las que
son bastante altas o cercanas a 1, es decir la matriz de varianzas y covarianzas en

forma de correlacion.

. Verificar si hay coeficientes de regresion con valores muy grandes o de signo opuesto

a lo que se esperaba que ocurriera.

Considerar que debido a la colinealidad, la varianza de los estimadores de (3}, prove-
nientes de la matriz de varianzas y covarianzas, seran grandes, lo cual incrementara
el ancho de los intervalos de confianza para el contraste de hipo6tesis y como conse-

cuencia la probabilidad de cometer un error aumentara.

. Si el VIF es mayor que 10, entonces puede haber colinealidad. El VIF esta dado por:

1

IF=——
=1

(4.98)

el cual es llamado el j —ésimo factor de inflacion de la varianza. Si R? es cercano a 1,
entonces la varianza de 3; aumentard grandemente. El VIF representa el incremento
en la varianza debido a la presencia de colinealidad. Los VIF son los elementos que

estan en la diagonal de la inversa de la matriz de correlaciones.

Usar el nimero condicidn, lo cual se realiza estimando los eigenvalores correspondi-

entes a la matriz de covarianza, esta medida de colinealidad se define como:

)\ma:p
ke = (4.99)

>\min
donde A representa los eigenvalores de la matriz de covarianza. Si el nimero de condi-
cion es menor a 100, no hay problema, si esta entre 100 y 1,000 existe colinealidad,

pero si es mayor a 1,000 la colinealidad es grave.
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6. Otra forma de diagnostico es utilizando el determinante de la matriz de correlacion
digamos C, ya que el intervalo de esta matriz esta entre 0 < |C| < 1. Si C' = 1, los
regresores son ortogonales, por otro lado, si tiende a C' — 0 los problemas se agravan
y si C' = 0 hay una dependencia lineal, sin embargo, este método no proporciona

informacion sobre el origen de la colinealidad.

Lesaffre y Marx (1993), mencionan que si la matriz de covarianzas (o de informacion
para el caso de modelos no lineales), estd mal condicionada, es recomendable distinguir
entre la colinealidad debida a la variables independientes y la colinealidad debida a la
dependencia entre los parametros a la cual le nombran Colinealidad-ML; propone uti-
lizar el nimero de condiciéon estandarizado para diagnosticar el problema de colinealidad.
Menciona que es posible distinguir la causa de la colinealidad comparando los nimeros
de condicién correspondientes; por ejemplo si Kx > 5, entonces la colinealidad es debida
a las variables independientes.

Weissfeld (1989), utiliza los indices de condicion y descomposicion de varianzas en los
modelos de riesgo proporcional de Cox, Exponencial, Weibull y Log-Normal, en su trabajo
analiza el efecto de la colinealidad en los nimeros de condicion.

Lee y Weissfeld (1996) realizaron el andlisis del modelo de Cox en presencia de censura
y colinealidad utilizando indices de condicion escalados para covariables fijas y covariables
dependientes del tiempo. Mackinnon y Puterman (1989) mencionan que el diagnostico
para el problema de colinealidad en modelos lineales generalizados debe realizarse uti-

lizando la matriz de informacion.

4.6. Regresion Ridge

El comportamiento de la variable aleatoria Y, analizada a través de un diseno experi-
mental, generalmente, se representa a través de un modelo o polinomio empirico, ya sea
lineal, o cuadratico y rara vez ciibico, dependiendo del comportamiento de los datos, para

estimar la respuesta en un punto de interés (Montgomery, 2006).
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La estimacion de los Bj del polinomio, si los factores de inflacion de la varianza (VIF)

son menores de 10, se realiza mediante Minimos Cuadrados dado por:
8= (XTX)" XTy (4.100)

Pero si los VIF son mayores de 10, la estimacion de los Bj se realiza a través del modelo

de Regresion Ridge dado por (Pifia, 2005):
By = (XTX + k)" XTY (4.101)

El método de Ridge, es un método para detectar la colinealidad dentro de un modelo
de regresion Y = XT3 + ¢. El método fue propuesto por Hoerl y Kennard (1970) y es
usado para trabajar con modelos que presentan sesgo.

La idea del método es simple y consiste en que dado que la matriz X7 X es altamente
condicionada o cercana a singular, es posible agregar constantes positivas a los elementos
de la diagonal, para asegurar que la matriz resultante, no sea altamente condicionada.

Dado que el objetivo, es determinar un modelo polinomial cuya varianza de predic-
cién sea minima, utilizamos la funcion del cuadrado medio de la prediccion de Minimos
Cuadrados, para determinar el valor de la constante k& dada por (4.102):

Ps?

pXIX)B

4.7. API RP 581 Inspecciéon Basada en Riesgo

El documento API RP 2008 (por sus siglas en inglés American Institute Petroleum
Recommended Practice), provee procedimientos cuantitativos para establecer programas
de inspecciéon usando el riesgo basado en métodos para equipos presurizados, incluyendo
valvulas de presion, tuberia, tanques, dispositivos de alivio de presion e intercambiadores
de calor. E1 API RP 580 proporciona una guia para el desarrollo de un programa de ins-
peccién basada en riesgo para equipos en refinerias e industrias quimicas y petroquimicas

(API 581, 2008).
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e Introduccion al API 581

El calculo del riesgo en la Inspeccion Basada en Riesgo (API RBI) involucra la deter-
minacién de la probabilidad de falla combinada con la consecuencia de la falla. La falla
en API RBI es definida como una pérdida de contencion del limite de presion trayendo
como consecuencia contaminaciéon de la atmosfera o el rompimiento de un componente
presurizado.

Conforme el dano, durante la operacion en servicio, se va acumulando en el compo-
nente presurizado, el riesgo incrementa. Si en algin punto, una tolerancia de riesgo es
excedida, se recomienda una inspeccién lo suficientemente efectiva para cuantificar de
forma adecuada el estado del dano del componente. La inspeccién por si sola no reduce el
riesgo; sin embargo, reduce la incertidumbre y permite una cuantificacion mejor del dano

presente en el componente.
e Introduccién al API 581

Una vez que el riesgo ha sido identificado, en muchos casos se utilizan alternativas para
reducirlo. Por lo tanto, se integra un programa de manejo de riesgo. En este documento,
la necesidad de evaluar el riesgo surge de diferentes escenarios de riesgo; riesgo de los
empleados, riesgo de la comunidad, riesgo de interrupcion del negocio (paro del proceso)
y riesgo del dano ambiental, entre otros. E1 API RBI permite cualquier combinacién de
estos tipos de riesgo para tomar decisiones acerca de cuando, donde y como inspeccionar

el equipo.
e Organizacion del API 581

La metodologia API RBI es presentada en tres partes:

a) Parte 1.- Plan de inspeccion usando API RBI.

b) Parte 2.- Estimacion de probabilidad de falla en APT RBI.
¢) Parte 3.- Modelo de consecuencias en API RBI.
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La probabilidad de falla esta basada en el tipo de componente y el mecanismo de dano,
enfocado en las caracteristicas del fluido en proceso, condiciones de diseno, construccion
de los materiales y el codigo original de construccion (APT 581, 2008).

Uno de los temas principales es la aplicacion de confiabilidad especificamente en el
APT 581. Para el célculo de la probabilidad de falla de los componentes incluidos en tal
documento, especificamente en los modulos de valvulas de seguridad e intercambiadores
de calor, se utiliza en particular el modelo Weibull.

Considerando que el modelo Weibull es el méas utilizado debido a su interpretacion
directa en campo, existen muchas herramientas y aplicaciones desarrolladas tomando
como base el analisis Weibull, (API RBI como caso especifico), por lo que existe un area
de oportunidad en el hecho de incluir otros modelos y herramientas especificas para el
calculo de la probabilidad de falla de componentes en el API 581, cuando el modelo
Weibull no representa los datos de forma adecuada.

Si bien es cierto que el modelo Weibull es de utilidad en muchos problemas de in-
genieria, existen casos en los que no es posible utilizarlo, para estos casos es necesario
trabajar en la selecciéon de algunos modelos que mejor representen la informacion de los
componentes en cuestion; en el caso de datos de tiempos de vida se utilizan modelos tales
como el Exponencial, Log-Normal, Weibull y Gamma.

Ademas, es posible notar que la probabilidad de falla esta basada en las caracteristicas
del fluido en proceso, condiciones de disenio, condiciones de proceso, construccion de los
materiales y el codigo original de construccion, por lo que se hace necesario encontrar
modelos estadisticos que se ajusten a datos de tiempo de vida, los cuales incluyan fac-
tores operacionales representados mediante covariables para determinar los efectos que el

ambiente operacional tiene sobre la confiabilidad del componente.
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4.8. Meétodos de Remuestreo

Los métodos de remuestreo, bootstrap, jackknife y validacion cruzada son tres estadis-
ticas que implican reusar la informacién con la que se cuenta; en cada caso, una muestra
unica de observaciones es considerada como muchas muestras con el mismo proceso de
estimacion. Sin embargo, el propoésito de reusar la informacién es diferente para cada
método.

El método bootstrap se utiliza para evaluar la varianza de un estimador, jackknife
es un método para reducir el sesgo de un estimador y evaluar la varianza del mismo; la
validacién cruzada es un método utilizado para evaluar el error implicito en la realizacion
de predicciones.

Cada uno de los métodos mencionados anteriormente, involucra aplicar un procedi-
miento estadistico de forma repetitiva, sobre la muestra de datos o una parte modificada
de ella, lo cual representa un trabajo computacional intensivo.

Dado lo anterior, en la presente disertacion se utilizara solo el método de validaciéon
cruzada debido al interés por validar el modelo propuesto para la estimacién de probabi-
lidad de falla incluyendo el efecto de factores operacionales; tal modelo realizara predic-

ciones tanto de la vida til del componente en cuestién asi como de su confiabilidad.

4.8.1. Validaciéon Cruzada

La validacién cruzada es un método para evaluar el error de predicciéon cuando es
ajustada una funciéon de dos o méas variables. Aunque el propésito y la aplicacion de éste
método son diferentes al método jackknife, también consiste en dejar una observacion

fuera del modelo y calcular el error o diferencia entre el valor observado y el valor predicho

(Kohavi, 1995).

e Método de reduccion (holdout)
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Es el modo mas simple de validacion cruzada. La muestra completa es separada en
dos conjuntos de datos, llamados conjunto de entrenamiento y conjunto de prueba, re-
spectivamente. El modelo aproximador es ajustado y utiliza solo el conjunto de datos de
entrenamiento, después se predicen los valores del conjunto de prueba y se estima el error
de prediccion.

Este método es preferible con respecto al método de los residuales y no requiere un
trabajo computacional intensivo. Sin embargo, su evaluacion puede tener alta varianza,
la cual, puede depender en gran manera de los datos contenidos tanto, en el conjunto
de entrenamiento, como en el conjunto de prueba. Por lo tanto, la evaluaciéon puede ser

significativamente diferente dependiendo de la divisiéon de conjuntos realizada.
e Validacion cruzada de K subconjuntos (K — fold)

Este método representa una forma de mejorar el método de reduccién mencionado en
el punto anterior. La muestra completa es dividida en K subconjuntos, y el método de
reduccion y ajuste es repetido K veces. En cada ciclo de ajuste, uno de los K subconjuntos
es usado como conjunto de prueba y los otros K — 1 subconjuntos son utilizados como
conjunto de entrenamiento, para estimar el error de prediccion. Una de las ventajas de
éste método es que afecta en menor proporciéon la forma en que se dividen la muestra
completa de datos (Efron, 1983).

Cada dato de la muestra es utilizado exactamente una vez en el conjunto de prueba y
aparece en el conjunto de entrenamiento K —1 veces. La varianza del resultado obtenido se
reduce conforme K incrementa. La principal desventaja de éste método es que el algoritmo
de entrenamiento debe ser utilizado K veces, lo que significa un trabajo computacional

intensivo.
e Validacion cruzada con reduccion de un dato (Leave — one — out)

El método es igual a la validacion cruzada de K subconjuntos llevada a un extremo

logico, con K = N, donde N representa el numero de datos en la muestra total. Esto
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significa que, el ajuste del modelo es realizado N veces con la muestra de entrenamiento
omitiendo solo un valor de la muestra en cada ajuste. Para realizar la estimacion del error,
se realiza la prediccion del punto excluido en el ajuste para cada caso.

La evaluacion del error dada mediante el uso de éste método es buena, sin embargo
tiene el inconveniente de ser costoso computacionalmente, por otra parte; tiene la ventaja
de ser la mejor forma de evaluar modelos de predicciéon. Para evaluar la prediccion, puede
ser usado el estadistico de prediccion (PRESS) o la raiz del cuadrado medio del error
(RMSPE) entre otros (Geisser 1993).

(N-1) (N-1)

Sea x; = (T1,, Tj1,Tjy1, -, TN) Y S€Q 25 representada de forma similar,

donde la k& — ésima prediccién de z; es estimada mediante:

B = B <x(N—1)7 N1, zj> (4.103)

J J
realizando de forma repetitiva desde 7 = 1,..., N. Después, se estima para el k — ésimo
predictor 7, = 2 — x; para j = 1,...,N, y se compara el 7; para los K modelos
ajustados. Es importante hacer notar que en el caso de la validacion, los residuales son
funcionalmente dependientes debido al uso de la misma funcién de prediccion, ademas la
dependencia funcional es presentada debido al uso repetitivo de los datos.
El interés principal del método se enfoca en la prediccion de observaciones futuras o

en un conjunto de nuevas observaciones. El procedimiento general es como sigue (Geisser

1993):

1. Una funciéon de prediccion para valores futuros de o un conjunto de valores para
un z dado es:

x (m(N), 2N z;w) w € (4.104)

N— . C, . ..
2. Sea Pi( " la representacion de la 1 —ésima particion de la muestra original en N —n
observaciones consideradas y n observaciones omitidas para 0 < n < M, donde M

es el altimo numero, tal que la funcién de prediccion puede ser formada con N — M
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observaciones. El conjunto de observaciones z(™ y el conjunto concomitante z()

son divididos, tal que:

[ ir ir

P.(Nin) _ <$(N7n)’ Z'(N*n)7x§g)’ Zz((?)) ’ (4105)

es un elemento de un conjunto de particiones I' con respecto a un esquema S de
observaciones omitidas, donde (4.105) representa N — n observaciones consideradas
en el ajuste y n datos omitidos, de modo que I' =T' (IV, n, S), siendo P = el niimero

de particiones de I'.

3. Aplicar la funcion de prediccion a las observaciones omitidas, para cada particién

P, y predecir 2 dado z{":

(W) = 4o (xg;V ) N ), w) (4.106)

4. Definir una medicion de la discrepancia o funcién de criterio, la cual puede ser como
sigue:
Dyu(w) = (Pn)™ Y " d(=(), 2 (w)) (4.107)
P;el’

donde d(a,b) es una medida de la discrepancia entre a y b.

Para la evaluacion de la prediccion, se usara el estadistico de prediccion (PRESS).

Si definimos a y; = (z\7, 20} como el valor omitido de la muestra completa y a j; =

7" (w) es decir, la prediccion de 2 dado 2, los residuales PRESS se definen como
et = Yi — Ya)-

Allen (1971, 1974), sugiere el uso de la suma de cuadrados del error de prediccion
(es decir el estadistico PRESS), definida como la suma de los residuales PRESS al

cuadrado, la cual representa una medida de la calidad del modelo. El estadistico PRESS

se estima como: N

PRESS =Y [y — i) (4.108)

=1
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Se considera que PRESS es una medida de lo bien que funciona un modelo para
predecir nuevos datos. Lo deseable es tener un modelo con valor pequeno de PRESS
(Montgomery, 2008). Con el estadistico PRES'S se puede calcular un estadistico parecido

a la R? para prediccion, estimado por:

PRESS > b= i)’

R%’RESS - ]. - S—S'T -t (4109)

i —

N
(
=1
N 2
; ly; — 7]

Donde g representa la media muestral calculada mediante la ecuacion (4.110), con-

siderando las N observaciones contenidas en la muestra total.

1 N
i=—S "y 4110
7 N;y (4.110)



Capitulo 5

Metodologia

Considerando el problema planteado en el capitulo II y la revision de literatura re-
ferente a los modelos analizados en capitulos anteriores, en este capitulo se puntualiza
la metodologia propuesta para la incorporacion de los efectos de factores operacionales,
incluyendo una posible solucién para el problema de colinealidad.

Debido al impacto que tienen las deficiencias mostradas sobre la estimacion de la
probabilidad de falla en los modelos mostrados y considerando los avances encontrados
en el tema, la metodologia propuesta se enfoca de cierta forma en el anéalisis y soluciéon de
los problemas planteados. Note que, tal estimacién es determinante para la aplicaciéon de
la Inspeccion Basada en Riego (RBI) asi como la elaboracion de programas de inspeccion,
planes de mantenimiento y prevencion de riesgos entre otros, lo anterior cuando se requiere
considerar factores de operacién en la estimaciéon de la probabilidad de falla; por esta razon
se realizo un andlisis profundo del modelo o modelos convencionales (ver capitulo II), para

determinar sus posibles fallas y proponer un modelo incluyendo las posibles mejoras.

5.1. Metodologia Propuesta

Como ya se mostro, la incorporacion de los efectos del medio ambiente operacional que
influyen en la estimaciéon de la probabilidad de falla es importante, ya que el Riesgo =

P; - C; calculado con la probabilidad estimada, sirve de base para establecer los planes de

85
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mantenimiento en RBI.

Notablemente, la funcién de verosimilitud correspondiente al modelo utilizado para
incluir los factores operacionales en la estimacion de la probabilidad de falla, se ve afectada
severamente por la colinealidad contenida en la matriz de diseno y/o en la matriz de
informacion, causando que los pardmetros estimados sean inestables. En consecuencia,
la inestabilidad de los coeficientes, afecta directamente la estimacion del riesgo utilizado
para la aplicacion de RBI.

Dadas las condiciones anteriores, se propone una metodologia para la disminuciéon
del efecto que la colinealidad tiene sobre la probabilidad de falla estimada, considerando

factores operacionales (el medio ambiente operacional) en la estimacion.

5.1.1. Pasos Generales de la Metodologia Propuesta

De lo expuesto con anterioridad y con el objetivo principal de dar estabilidad a la
estimacion de los parametros Bj del modelo incluyendo factores operacionales, se detalla
la metodologia propuesta, dando por hecho que la recoleccion de datos se realizé de manera
adecuada y considerando centrar los datos para estabilizar la estimacion (ver capitulo TV,

seccion 4.3).

1. Generar la funciéon de verosimilitud

La funcion de verosimilitud se construye (ver seccion 4.2 y 4.3 del capitulo 1V)
en relacion al modelo que se utilizard (paramétrico o semi-paramétrico) para la

estimacion de la probabilidad de falla incluyendo covariables.

2. Optimizar la funcién para estimar parametros del modelo

Estimar los pardmetros del modelo mediante el método de maxima verosimilitud;
utilizar el método numérico Newton-Raphson (ver seccion 4.4, capitulo IV) para la

optimizacion de la funcion de log-verosimilitud (ecuaciones (4.66), (4.83)).

3. Estimar el Hessiano
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Estimar la matriz Hessiano evaluada en los pardmetros H (BJ) donde la inversa del
Hessiano representa la matriz de informacion observada I7'(;) (dada por (4.42),

(4.85)) correspondiente a los pardmetros estimados.

4. Calcular el niimero de condicién k.

El nimero de condicion k. de la matriz H(3;), se estima mediante (4.99) donde,
Amaz Tepresenta el eigenvalor mayor y A,.;, el eigenvalor menor correspondientes a
la matriz H(Bj). En este caso, si k. es menor a 100, no existe colinealidad, si k. es
mayor a 100 pero menor a 1000, existe colinealidad de moderada a fuerte, si k. es

mayor a 1000 existe colinealidad severa.

5. Sumar un valor £ a la matriz Hessiano H(Bj)

El valor k para el modelo se estima mediante (5.1), (ver Apéndice I, seccién A2):
S -
OT(XTX)6

donde Pjs representa la cantidad de parametros utilizados en el modelo. Una vez

(5.1)

calculado el valor k, se le suma al Hessiano estimado en el paso 3 (H + [k); a esta

matriz la denominaremos HEk.

6. Definir la matriz aumentada Sk para estimar los nuevos BR

La matriz aumentada para el modelo serd (ver Apéndice I, seccion Al):

SST  HB 1

e sy

7. Estimar la inversa de la matriz Sk y los nuevos parametros BR

Aplicando la inversa de una matriz particionada (dada en el Apéndice I, seccion
A1.2), obtendremos Sk™!, por lo tanto, los nuevos ﬂAR estardn dados por la ecuacion
(5.3) (ver Apeéndice I, seccion A3):

. Sk}

ﬁRj - _Wﬂl paraj = 2,3, - D (53)
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8. Realizar pruebas de hipoétesis a los pardmetros estimados BR

El método comunmente utilizado para realizar las pruebas de significancia a los
parametros estimados es la Prueba de Wald (capitulo 4, seccion 4.1.4), en la cual se
utilizara el pseudo error estandar dado por la ecuacion (5.4) (ver Apéndice I, seccion
A4):
. —1\711/2
se = [diag (Hk™")] (5.4)

9. Estimar la probabilidad de falla P,

La estimacion de la probabilidad de falla, la tasa de falla y la confiabilidad, se
realiza dependiendo del modelo utilizado, es decir, si el modelo es paramétrico sim-
plemente se reemplazan los parametros estimados en las funciones paramétricas de
probabilidad (4.70) y tasa de fallas (4.69) correspondientes al modelo, y se realiza

la estimacién incluyendo los covariables.

Por otro lado, si el modelo es semi-paramétrico, es decir, la funcién de riesgo base
no tiene una forma especifica, existen algunos métodos para la estimacion del riesgo,
entre los cuales destaca el propuesto por Breslow (1972) y el propuesto por Kalbfleich

y Prentice (1980), los cuales se muestran en el Apéndice I, seccion Ab.



Capitulo 6

Aplicacion y Validacion

Este capitulo tiene como propoésito mostrar algunas aplicaciones de la metodologia
propuesta (incluyendo factores operacionales), realizando una validacion de los modelos
ajustados en casos particulares, mediante una técnica de Validacion Cruzada. Es conve-
niente mencionar que ademas de mostrar los modelos para incluir los efectos de factores
operacionales; se incluye la aplicacion de la probabilidad de falla y las consecuencias para
la estimacion del riesgo en el APT RBI 581. Adicionalmente, se presentan los resultados de
la aplicacion, los cuales, se validaran mediante el uso de la técnica de Validacion Cruzada

mostrada en el capitulo IV, seccion 4.8.1.

6.1. Aplicaciéon de la Metodologia Propuesta

Para la aplicaciéon de la metodologia propuesta se presentan tres casos particulares, en
el primer caso se presentan datos de tiempos de vida de intercambiadores de calor (API
581, 2008) suponiendo algunas condiciones de operacion. Para el segundo caso se utilizaron
los tiempos de vida de un dado utilizado en una maquina de inserciéon de terminales,
presentados en una disertacion para la obtencion del grado de maestria (Molina, 2005).
Por ultimo, se consideraron los datos analizados por Merrick, Soyer y Mazzuchi (2003),

relacionados con la vida de la herramienta de corte en un proceso de maquinado.

89
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6.1.1. Caso 1: Intercambiadores de Calor

El APIT 581 supone que todos los intercambiadores de calor operan bajo condiciones
de operacion similares. Sin embargo, no siempre se cumple tal supuesto en campo, y
por lo tanto, la estimacion de la probabilidad de falla se ve afectada por este hecho.
Una forma adecuada de estimar la probabilidad de falla considerando el efecto de las
condiciones de operacion, es mediante la utilizaciéon del modelo propuesto. La tabla 6.1
muestra informaciéon hipotética para la aplicacion del modelo, donde X; : Contenido de

Azufre (%), X5 : Temperatura (°F) y X3 : Tipo de Fluido.

Tabla 6.1: Intercambiadores de Calor

Factores Respuesta
) Falla
Intercambiador Azufre  Temp. Fluido ServicioenAnos Reportada
191-X-25A-T1 8% 400  Crudo Pesado 25 Si
191-X-25A-T2 2% 300  Crudo Ligero 20 Si
191-X-25A-T3 4% 310 Crudo Ligero 19 No
E101-A-T1 6% 480  Crudo Pesado 1 Si
E322-A-T1 10% 500  Crudo Pesado 9 Si
E322-A-T2 5% 328  Crudo Ligero 18 No
HE-115-T1 9% 505 Crudo Pesado 10 Si
HE-115-T2 4% 455  Crudo Pesado 12 Si
PRG6419-T1 6% 315 Crudo Liger 22 No

Se utilizo la prueba de bondad de ajuste Anderson-Darling para datos censurados (ver
Capitulo IV, seccion 4.1.2), donde el estadistico estimado correspondiente a la distribucion
Weibull fue ,A? = 0.3074, menor que el valor de tablas ,A? = 1.7429; por lo tanto es
factible utilizar el modelo Weibull (Capitulo IV, apartado 4.2). Con el fin de ilustrar la
aplicacion del modelo propuesto, se presentan los resultados siguiendo la secuencia de

pasos generales, detallada en el capitulo V.

e Estimar los parametros del modelo
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Como paso inicial, se determiné la funcion de log-verosimilitud dada por (4.72) para
el modelo de riesgo proporcional Weibull, considerando los datos de la tabla 6.1. Pos-
teriormente, se optimiz6 la funcién resultante mediante el método de Newton-Raphson
mostrado en la seccion 4.4 del capitulo IV. Los coeficientes correspondientes al ajuste

inicial, se muestran en la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Resultados del ajuste para Intercambiadores

Coeficientes Error : : Indicadores de
Valor-P Inferior | Superior :
Inicial Propuesto Est. . Aluste
-37.023 dR: -25.064 | 0.0079( 94382| -435634| -6.5658| [j = | -15.724
-0.761 B.u -0519| 0.0494| 0.2643| -1.0374| -0.0013 R} = 0.99

0.133 ﬁﬁ, 0.092| 00068( 0.0340( 0.0254| 0.1588 k:z 9.85e+006

-11.826 ﬁa: -8.129| 0.0150( 3.3413| -14.6785| -1.5805 k= 0.002

0| T | T [ o0 | &

13.588 )é'R". 9235| 00165( 3.4365| 2.5003| 15.9713

e Estimar el Hessiano

La matriz Hessiano estimada mediante la ecuacion (4.42) para la funciéon de log-

verosimilitud es:

9.012 0.011 0.737 0.003  24.740
0.011  53.090 1187.700  6.305 -2.897
H=| 0737 1187.700 61187.000 341.530 -220.630 (6.1)
0.003 6.305 341.530 2.225 -0.986
24.740  -2.897  -220.630 -0.986  69.069

e Calcular el niimero de condicién £,

Los eigenvalores correspondientes a la matriz Hessiano estimada son \; = [61213,
77.281, 29.999, 0.0062121, 0.34012| y por consecuencia, el niimero de condicion calculado
mediante (4.99) es k. = 61213/0.0062 = 9.85¢ + 006.

e Obtener la matriz Hk
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Se puede observar que, como el niimero de condicion k. es grande, es necesario utilizar
el método propuesto con un valor de k especifico. El valor k calculado mediante (5.1) es
k = 0.0029485. Por lo tanto, la matriz Hk es:

9.015 0.011 0.737
0.011  53.093  1187.700
0.737 1187.700 61187.000
0.003 6.305 341.530
24.740  -2.897  -220.630

24.740
-2.897
-220.630 |,
-0.986
69.072

0.003
6.305
341.530
2.228
-0.986

Hk = (6.2)

y su inversa Hk':

-32.414
-0.654
0.110
-9.731
11.809

89.079 1.795 -0.302
1.795 0.070 -0.007
-0.302  -0.007 0.001
26.710 0.573 -0.109

-32.414 -0.654 0.110

26.710
0.573
-0.109
11.164
-9.731

Hik ' =

e Definir la matriz aumentada Sk y Sk~ 'para estimar los nuevos BR

La matriz aumentada Sk obtenida mediante la ecuacion (5.2) es:

[ 11.999 2.574 3.540 186.080 0.874 7.031

2.574  9.015 0.011 0.737 0.003  24.740
Sk — 3.540  0.011  53.093  1187.700  6.305 -2.897
186.080 0.737 1187.700 61187.000 341.530 -220.630 |’

0.874  0.003 6.305 341.530 2.228 -0.986

7.031 24740 -2.897  -220.630 -0.986 @ 69.072

por lo tanto, la matriz Sk~ calculada es:

[ 0.228
5.708
0.118
-0.021
1.852

Sk =

2.708
232.160
4.759
-0.828
73.117

0.118
4.759
0.131
-0.018
1.534

-0.021
-0.828
-0.018
0.003
-0.279

1.852
73.117

1.534

-0.279
26.216

-85.136

-26.831

-2.103

-1.746
0.304

-85.136

-1.746

0.304

| -2.103

-26.831 31.236 |

(6.5)

Una vez calculada la matriz aumentada inversa Sk~!, se estiman los nuevos parametros
mediante la ecuacion (5.3). Por ejemplo, utilizando la matriz estimada (6.5), el primer
parametro serd oy = —1 % (5.708/0.228) = —25.065. Los parametros estimados mediante

el método propuesto se muestran en la tabla 6.2.
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e Realizar pruebas de hipdtesis

Para probar la significancia de los parametros estimados (en este caso, los estimados
mediante el método propuesto) se utiliza la Prueba de Wald, la cual utiliza el error
estandar estimado mediante (5.4). Por ejemplo, utilizando la matriz calculada (6.3), para
el caso del pardmetro ag = —25.0646, el error estandar es V/89.079 = 9.438. El estadistico
z estimado mediante la ecuacion (4.45) serd z = —25.064/9.438. Utilizando la funcion
inversa de la distribucién Normal Estandar, obtenemos el valor de probabilidad para la
prueba de hipotesis valor — p = 0.0079, considerando un valor a = 0.05.

La tabla 6.2 muestra los resultados correspondientes a los parametros estimados; tales
resultados indican que todos los parametros son significativos y deben ser incluidos en el
modelo. Esto sugiere que las condiciones del contenido de azufre, la temperatura y el tipo

de fluido afectan la vida del intercambiador de calor.
e Estimar la probabilidad de falla P,

Los modelos ajustados para calcular la probabilidad de falla, la tasa de falla, la tasa
de falla acumulada, la vida media y la mediana para los intercambiadores de calor en

servicio, dados lo covariables se muestran a continuacién.

1. Tasa de falla

A(t|)<17 X27 XS) -

9.2358t%23%3 exp (—25.064 — X10.5193 + X,0.921 — X38.1295) (6.6)

2. Tasa de falla acumulada

A(t) Xy, Xo, X3) =

exp (9.2358log (t) + (—25.064 — X10.5193 + X,0.921 — X38.1295)) (6.7)
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3. Confiabilidad

R<t|X17 X27 X3) =

exp (— exp (9.2358 log (£) + (—25.064 — X,0.5193 + X50.921 — X38.1295))) (6.8)

4. Vida Media (MTTF)
MTTF(Xl, XQ, X3) =

1 1
(exp (—25.064 — X,0.5193 + X,0.921 — X;8.1205)"535% ) T (1 + m) (6.9)

5. Funciéon cuantil del modelo

Q(R| X1, X5, X3) =

—log(R) 1 (6.10)
exp(—25.064 — X70.5193 + X,0.921 — X38.1295) | 9.2358 '

Con el modelo de confiabilidad (ecuaciéon 6.8), se estima la probabilidad de falla nece-
saria para la estimacion del riesgo utilizado en RBI. Aplicando las consecuencias (ver el
API 581, 2008) para cada intercambiador, se calcula el riesgo estimado. Los resultados se

muestran en la tabla 6.3.

Tabla 6.3: Estimacion del riesgo y tiempo de reemplazo

X3 [T|FC ProD, Consecuencia| Riesgo F;‘Il::. Tr

Dispositivo | X1 Falla :
191-X-26AT1 | 8% | 400 | Pesado | 25| i | 0.6630 [ $150,000.00 | S85616.00 | 0.5000 | 23.81
191-X-26AT2 | 2% | 300 | Ligero | 20| si | 06536 [ $120,389.44 | $31,847.82 | 0.6230 [ 18.33
191-X-25A-T3 | 4% | 310 | Ligero | 19| No | 0.4440 | $146132.80 | $128,380.14 | 0.6132 | 19.27
E101-AT1 | 6% | 480 | Pesado | 7 | &i | 0.0374 | $132,699.20 | $104,971.70 | 0.5652 | 9.39
E322-AT1 | 10% | 500 | Pesado | 9 | si | 0.2645 | $158,982.40 | $106,701.04 | 0.4718 | 9.92
E322-A-T2 | 5% | 328 |Ligero | 18| No | 0.6712| $224690.40 | §99,755.80 | 0.3338 | 17.98
HE-115T1 | 9% | 505 | Pesado | 10| i | 0.8854 [ $150,973.60 | $98,682.33 | 0.4968 | 8.85
HE-115-T2 | 4% | 455 | Pesado [ 12| si | 0.7911 | $146,480.20 | $1055562.17 | 0.5120 | 10.85

PR6419-T1 | 6% | 315 | Ligero | 22| No | 0.7206 | $341,340.88 | 5226322.66 | 0.2197 | 22.42

(]
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Cabe mencionar que la probabilidad maxima de la tabla 6.3 se estim6 considerando
una meta corporativa para el riesgo de $75,000 expresada en términos financieros; con la
probabilidad maxima estimada y la ecuacion (6.10) se realizo la estimacion del Tiempo
de Reemplazo (Tg) en anos, para cada intercambiador.

Una vez que los resultados han sido obtenidos, se pueden tomar decisiones acerca
del reemplazo de los intercambiadores en servicio y realizar planes de mantenimiento.
Por ejemplo, considere el intercambiador PR6419-T1 con MTTF = 20.316; su riesgo es
alto dado que su consecuencia financiera es alta, y por lo tanto su probabilidad de falla
méaxima también lo es. Entonces se podria pensar en reemplazar (o dar mantenimiento) a
los intercambiadores que trabajen con un 6 % de azufre, a 315 °F y con un crudo ligero,

en un tiempo menor (o igual) a los 22 afios de servicio.
e Validaciéon del modelo ajustado

Para validar el modelo ajustado a los datos de la Tabla 6.2 correspondientes a tiempos
de vida de intercambiadores de calor, se utilizd6 el método de validaciéon cruzada con
reduccion de un dato, el cual se muestra en el capitulo IV, seccion 4.8.1.

Dado que el modelo ajustado es utilizado para prediccion, es conveniente considerar
R%ppss estimada mediante (4.109), la cual estd basada en el estadistico PRESS dado
por (4.108), como medida de la capacidad de prediccion del modelo ajustado para predecir
nuevas observaciones. Para el modelo ajustado, los estadisticos estimados son PRESS =
8.2022 y R%ppss = 0.9749, lo cual respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar
predicciones acerca de la vida de los intercambiadores de calor.

Por ejemplo, para el intercambiador 191-X-25A-T2, el tiempo de falla observado fue
de 20 anos y el modelo ajustado pronostico 19.93 anos; para el intercambiador E322-
A-T2 el tiempo observado fue 18 y el modelo pronosticdé 17.94. Por otro lado, el valor
pronodstico mas alejado fue para el intercambiador 191-X-25A-T1, el cual presenté un

tiempo observado de 25 anos y el modelo pronosticoé 23.40 anos. Lo anterior muestra que
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los estadisticos estimados, determinan adecuadamente la exactitud que presenta el modelo
para realizar predicciones acerca del tiempo de vida del intercambiador.

En base a lo anterior, el riesgo y el tiempo de reemplazo mostrados en la tabla 6.3
son confiables y pueden ser usados para realizar planes de mantenimiento basados en la

metodologia RBI.

6.1.2. Caso 2: Dado en MAiquina de Insercién

Molina (2005) realizo un trabajo en el cual deseaba conocer los parametros de opera-
cion para los cuales el dado de una maquina de inserciéon de terminales puede incrementar
su tiempo de vida. Las variables operacionales involucradas en el proceso fueron X; :
Profundidad del Pusher, X5 : Velocidad de Insercion y X3 : Distancia entre alimentador
y cortador, la respuesta es T : Tiempo de falla del dado. Los niveles de las variables

significantes en el proceso de insercion se muestran en la tabla 6.4.

Tabla 6.4: Proceso de insercion: variables y niveles

. Nivel
Variables Bajo | Central Alto
Profundidad del Pusher -0.015 0 0.015
Velocidad de Insercion 28.10 30.91 34.00
Distancia entre Alimentador y Cortador | -0.015 | 0.0407 0.015

El autor realizo un disefio experimental 23 aumentado con cuatro puntos centrales, el
disenio y los tiempos de falla correspondientes a cada corrida se muestran en la tabla 6.5.

Para determinar que modelo utilizar, es necesario realizar la prueba Anderson-Darling
para datos completos (ver Capitulo IV, seccion 4.1.2). El estadistico estimado corres-
pondiente a la distribucion Weibull fue A2 = 0.4851, con un valor de probabilidad
valor — p = 0.2358, por lo tanto es factible utilizar el modelo Weibull.

Los resultados del ajuste se muestran en la tabla 6.6, incluyendo la comparacion entre el
método propuesto y el método convencional de riesgo proporcional. Dado que el nlimero de

condicion k. = 10, 512 fue alto, se ajusto el modelo propuesto con un valor de £ = 0.007358
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Tabla 6.5: Disefio 23 para el Dado

Factores Respuesta
Tiempo de Falla
Dado Profundidad Velocidad Distancia Vida Reportada
1 -1 -1 -1 135.84 Si
2 1 1 -1 12 Si
3 1 -1 1 103.92 Si
i -1 1 1 58 Si
5 0 0 0 79.92 Si
6 0 0 0 80.16 Si
7 1 -1 -1 88.08 Si
8 -1 1 -1 64.08 Si
9 -1 -1 1 135.84 Si
10 1 1 1 24 Si
1 0 0 0 72 Si
12 0 0 0 87 Si

para estimar los nuevos parametros. Es importante hacer notar que para este caso, se
utiliz6 la misma secuencia de pasos detallados en el capitulo V y aplicados en el caso

anterior (caso 1) referente a los intercambiadores de calor. El primer coeficiente Gq de

Tabla 6.6: Resultados del ajuste y comparacion

CONVENCIONAL PROPUESTO

Coeficientes | Valor-P | Error Est. Coeficientes Valor-P | Error Est.

-25.0962| 0.0001 6.3603 ni'R:_ -19.0047] 0.0006 55369

2.0800| 0.0163 0.8662 ij’m 16160 0.0518 0.8311

-0.1481| 0.7467 0.4585 ﬁﬁ: -0.1415| 0.7574 0.4580

ﬁ: 3.3731| 0.0015 1.0622 ﬁR: 25928 0.0083 0.9825
B
By

5.8244| 0.0009 1.4552 BN 44319 0.0068 1.2672

la tabla 6.6 representa el pardmetro de escala 7 y el dltimo coeficiente BW representa el
parametro de forma B del modelo Weibull; por consiguiente los coeficientes Bl, Bg y 53
son los parametros que representan los factores operacionales profundidad, velocidad y
distancia respectivamente.

Es evidente que la colinealidad esta afectando el modelo, dado que su numero de
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condiciéon es grande. Debido a esto, la diferencia en los parametros estimados mediante
los métodos mostrados es significativa, esto lo podemos comprobar con el valor de proba-
bilidad para la prueba de hipotesis.

El método convencional sugiere que los parametros 1, 2, 3 y 5 son significativos en
el modelo, siendo que para el modelo propuesto solamente los factores 1, 3 y 5 son sig-
nificativos. Este resultado indica que el tnico factor operacional que esta afectando la
confiabilidad del dado, es la velocidad de insercién y en cierta forma, aunque no es es-
tadisticamente significativa la profundidad del pusher.

El modelo de confiabilidad para el dado, considerando los factores operacionales X7 :
Profundidad del Pusher, X, : Velocidad de Insercién y X3 : Distancia entre alimentador

y cortador, esta representado por (6.11).

R(t|X17X27X3) -
exp (—exp (5.8241og (t) + (—25.096 + X12.08 + X3.37 — X30.14))) (6.11)

Los resultados de la estimacion de la probabilidad de falla y el tiempo medio a la falla
dados los covariables X;, X5 y X3 se muestran en la tabla 6.7. Una vez obtenidos los
resultados, se pueden tomar decisiones acerca del reemplazo de los dados en servicio y
establecer frecuencias de reemplazo basadas en su probabilidad de falla.

Por otro lado, si se deseara aplicar la metodologia RBI al igual que el caso 1, se podrian
determinar las consecuencias de la falla en términos financieros, estimar el riesgo para los
dados y estimar una probabilidad de falla maxima correspondiente a una meta de riesgo

corporativa.
e Validacién del modelo ajustado

Para validar el modelo ajustado (ecuacion 6.11), también se utiliz6 el método de
validacion cruzada con reduccién de un dato (capitulo IV, secciéon 4.8.1). En la validacion
se consider¢ el estadistico PRESS calculado mediante (4.108) y R% ;g dada por (4.109),

como medida de la capacidad del modelo.
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Tabla 6.7: Estimacion de la probabilidad de falla

Falla Tiempo
Dado | porortaca | X1 | X2 | X3 Fde Prob. Falla

alla
1 Si A ]-1]| 13584 0.236
2 Si 1| 1] -1 12.00 0.974
3 Si 1[-1]1] 10392 0.793
4 Si A 1] 1 58.00 0.568
3 Si 0o[o]o 79.92 0.778
g Si 0lo]o 80.16 0.783
7 Si HEIE 88.08 0.634
8 Si A 1] 64.08 0.823
9 Si A1) 1| 13584 0.183
10 Si 11 1] 1 24.00 0.348
11 Si o[o]o 72.00 0.613
12 Si 0lo]o 87.00 0.889

Los estadisticos estimados para el modelo son PRESS = 2,230 y SST = 15,454,
lo que estima R% 5545 = 0.8613, y respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar
predicciones acerca de la vida de los dados. Por ejemplo para el dado 11, el tiempo de falla
observado fue de 72 horas y el modelo ajustado pronosticd 71.84 horas; para el dado 5 el
tiempo observado fue 79.92 y el modelo pronosticé 79.28. Sin embargo, hubo prondsticos
con mayor error; por ejemplo, el dado 1 present6 un tiempo observado de 135.84 horas y el
modelo pronosticoé 159.47 horas. Este margen de error se ve reflejado directamente en los
estadisticos estimados, es por eso que el estadistico de prediccion fue R%ppeq = 0.8613.

Es posible observar que debido al ajuste, la capacidad de predicciéon es apenas aceptable
y por consecuencia la R} ppeq es casi 85 %, sin embargo, para este caso se sugiere la
utilizacion del modelo semi-paramétrico. Para el modelo semi-paramétrico se obtuvo un
PRESS = 0.008 que con respecto a SST = 1.0613, calcula un indicador de prediccion de
R%h5gs = 0.9816, por lo tanto en este caso es mejor opcion el modelo semi-paramétrico.
En el caso 3, se muestra una aplicaciéon completa de éste modelo para la herramienta de

corte.
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6.1.3. Caso 3: Herramienta de Corte

Utilizando los datos del diseno publicado por Taraman (1974) y después analizado
por Merrick, Soyer y Mazzuchi (2003), donde: T representa la vida de la herramienta
de corte en minutos, con variables operacionales X; : Velocidad (fpm), X, : Tasa de
Alimentacion (ipr) y X3 : Profundidad de Corte (inches) respectivamente, se realizo la
aplicacion del método propuesto. Es importante mencionar que se utilizaron solo tiempos

de falla completos.

Tabla 6.8: Tiempos de vida de la herramienta de corte

Factores Respuesta

Tiempo Falla
Herramienta Velocidad Alimentacion Profundidad de Vida Reportada

1 340 0.0063 0.0210 70 Si
2 570 0.0063 0.0210 29 Si
3 340 0.0142 0.0210 60 Si
4 570 0.0142 0.0210 28 Si
5 340 0.0063 0.0400 64 Si
6 570 0.0063 0.0400 32 Si
7 340 0.0142 0.0400 RS Si
8 570 0.0142 0.0400 24 Si
9 440 0.0091 0.0290 35 Si
10 440 0.0091 0.0290 31 Si
11 440 0.0091 0.0290 38 Si
12 440 0.0091 0.0290 35 Si
13 305 0.0091 0.0290 52 Si
14 635 0.0091 0.0290 23 Si
15 440 0.0047 0.0290 40 Si
16 440 0.0173 0.0290 28 Si
17 440 0.0081 0.0135 46 Si
18 440 0.0091 0.0455 33 Si
19 305 0.0091 0.0290 46 Si
20 635 0.0091 0.0290 27 Si
21 440 0.0047 0.0290 37 Si
22 440 0.0173 0.0290 34 Si
23 440 0.0091 0.0135 41 Si
24 440 0.0091 0.0455 28 Si

Empleando los datos mostrados en la tabla 6.8, se ajusté un modelo semi-paramétrico,
con el fin de mostrar su utilidad y eficiencia para realizar predicciones, al igual que el
modelo paramétrico. Los resultados del ajuste se muestran en la tabla 6.9, incluyendo la

comparacion entre el método propuesto y el método convencional; dado que el nimero de
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condicién es alto k. = 2.79¢ + 8, se ajustd el modelo propuesto con valor de k£ = 0.0288
para estimar los nuevos parametros.

Se puede observar (tabla 6.9) una gran diferencia entre los coeficientes estimados
mediante el método actual y el método propuesto, lo cual indica que la colinealidad
afectaba severamente en la estimacion, el efecto de la colinealidad también se observa en
el error estandar del coeficiente, el cual con la estimacion del método propuesto se reduce
significativamente. Ademas, el valor de probabilidad para la prueba de hipotesis (Prueba
de Wald) de los parametros estimados mediante el método convencional, sugiere que
ningln parametro es cero, sin embargo el método propuesto indica que solo el coeficiente

Bl no lo es, es decir que solo X; : la velocidad de corte, afecta la vida de la herramienta.

Tabla 6.9: Resultados del ajuste y comparacion

CONVENCIONAL PROPUESTO
Coeficientes | Valor-P | Error Est. | Coeficientes | Valor-P | Error Est.

A | 00284 | 00001 | 0006 | f |00157 | 00096 | 0.0061
B, | 20421 | 00017 | 770088 | f, [ 11555 | 0ssaz | saron

Ri

B, | 702331 | 00117 | 278617 | f,, | 19848 | 07308 | 5769

La interpretacion de los parametros se obtiene a partir del valor ePi para cada uno de
los @, esto quiere decir que por cada unidad de incremento en la variable correspondiente,
la tasa de riesgo se aumenta o disminuye segin sea el caso. Ademas, 100(€Bj — 1) propor-
ciona el cambio en porcentaje que se produce con cada unidad de cambio en la variable
independiente, reflejado en la tasa de riesgo, la tabla 6.10 muestra los valores estimados
para cada caso.

Es evidente que al obtener pardmetros més estables mediante la utilizacion del método
propuesto, se obtiene una interpretacion diferente acerca del efecto de los parametros
sobre la probabilidad de falla, es decir, de los factores operacionales sobre la vida de la
herramienta de corte.

Dado que en éste modelo, para estimar la confiabilidad y tasa de falla del compo-
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Tabla 6.10: Comparacion de efectos
CONVENCIONAL PROPUESTO

] a

Coeficientes g 100(95- -1) | Coeficientes e 100(95- -1)
ﬁl 0.0284) 1.02880712| 2.8807125 531 0.0157 | 1.01582389| 1.58238925
B: 244.217( 1.155E+106| 1.155E+108 ﬁﬁ: 11555 | 3.17561083| 217.561083
[3'5 70.2331| 3.1758E+30| 3.1758E+32 ﬁﬁs 19848 | 7.27759172| 627.759172

nente se utilizan como insumo los parametros estimados (ver capitulo IV, seccion 4.3), la
diferencia mostrada en la tabla 6.10 tiene efecto directo sobre la probabilidad de falla es-
timada, por lo tanto, si se utiliza el modelo convencional para estimar tal probabilidad, se
realizaran planes de mantenimiento y frecuencias de reemplazo inadecuadas, incurriendo
en costos por mantenimiento, paros no programados y en caso extremo se puede poner en

riesgo la integridad de los operadores.
e Validacién del modelo ajustado

Al igual que los casos anteriores, se utilizé el método de validaciéon cruzada con reduc-
cion de un dato (capitulo IV, seccion 4.8.1) para validar el modelo ajustado, considerando
como indicadores el estadistico PRESS y R%ppgs, como medida de la capacidad de
prediccion del modelo.

Los estadisticos estimados para el modelo son PRESS = 0.0014 y SST = 1.865, lo
que estima un R%ppgs = 0.991, y respalda que el modelo ajustado es capaz de realizar
predicciones acerca de la vida de la herramienta de corte.

Por ejemplo, las herramientas 4, 16 y 24, con tiempo de falla de 28 minutos, presentan
una confiabilidad de 1, 0.84 y 0.85, considerando sus niveles de covariables X7, Xo y X3
respectivamente. Para estas herramientas el modelo estimé una confiabilidad de 0.99, 0.83
y 0.85, respectivamente. Sin embargo, para la herramienta 23 que tiene una confiabilidad
de 0.4933, el modelo pronostico 0.4608, representando una diferencia de 0.03247, lo cual

se ve reflejado en los estadisticos estimados.



CAPITULO 6. APLICACION Y VALIDACION 103

Note que los tiempos de falla de la herramienta de corte, pueden ser representados
mediante el modelo Log-Normal, dado que el valor de probabilidad lo sugiere, valor —p =
0.506, para un estadistico A2 = 0.324, sin embargo como ya se mostro el modelo semi-
paramétrico es capaz de realizar predicciones con gran certeza e incluso es posible como
en el caso 2, que tenga un estadistico reprediccion mejor que el modelo paramétrico, dado
esto, para este caso se decide utilizar el modelo semi-paramétrico.

Con los resultados presentados a través del capitulo, se muestra que el modelo pro-
puesto para la estimacion de la probabilidad de falla incorporando los efectos del medio
ambiente operacional, realiza predicciones adecuadas en relacién a la vida ttil del compo-
nente en cuestion. Por lo tanto, el modelo propuesto representa una opcion factible para
realizar estimaciones confiables de la probabilidad de falla utilizada para la determinacion
de frecuencias de reemplazo y planes de mantenimiento, ademés de su utilizacion en la

aplicaciéon de la metodologia RBI.



Capitulo 7

Conclusiones

El riesgo en la metodologia RBI, es una funcién de la probabilidad de falla, P, del
sistema en estudio y de las consecuencias, C, de su falla (ecuacion 1.1). Las consecuencias
dependen del escenario de operacion y se establecen combinando métodos de ingenieria
de planta con la experiencia de los expertos. La estimacién de la probabilidad de falla,
P, es parte medular en el cilculo del riesgo, por lo tanto, estimar esta probabilidad de
forma adecuada conducira a la elaboracion confiable de planes de mantenimiento para los
sistemas o componentes.

En la estimacion del riesgo es necesario incorporar los efectos que el medio ambiente
operacional (condiciones de operacion) tiene sobre la confiabilidad del sistema o compo-
nente. De no ser asi, se tendrd una modelacién poco razonable del comportamiento de
los equipos o componentes y en consecuencia, los planes de mantenimiento seran poco
confiables; motivo por el cual se desarroll6 la presente investigacion.

Con este fin, se utilizaron los modelos de riesgo proporcional paramétricos y semi-
paramétricos para estimar la probabilidad de falla incorporando los efectos de factores
operacionales mediante covariables. Sin embargo, como se planted en el capitulo II, estos
modelos se ven afectados por la colinealidad inherente a la matriz Hessiano, y se mostré
que las conclusiones a las que llegamos utilizando los coeficientes estimados, sus pruebas

de hipotesis v la probabilidad de falla estimada pueden ser incorrectas. Lo cual nos centra
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principalmente en la obtenciéon de pardmetros estimados mas estables para proporcionar
soporte estadistico a la estimacion de la probabilidad de falla y, por consecuencia, al riesgo
calculado para la aplicacion de la metodologia RBI.

Para esto, se propuso un método alternativo a los modelos de riesgo proporcional
(ver capitulo V), basado en los fundamentos del modelo de Regresion Ridge. El método
consiste en estabilizar la matriz Hessiana mediante la adicion de un valor k, con lo cual se
consigue disminuir el efecto de la colinealidad sobre los parametros Bj estimados (referente
a los objetivos ntimero 2, 3 y 4); utilizando como indicador de colinealidad el ntimero de
condicion k..

La aplicacion de la metodologia propuesta a los datos de los intercambiadores de calor
(capitulo VI, seccion 6.1.1), en el caso paramétrico Weibull, muestra que la matriz He-
ssiano presenta un nimero de condiciéon alto, por lo tanto es necesario aplicar el método
propuesto. Se ajustaron los modelos para estimar: confiabilidad de un componente, pro-
babilidad de falla, tasa de falla y vida media considerando factores operacionales, con lo
cual se cumple el objetivo general y el primer objetivo especifico.

La tabla 6.3 (capitulo VI), muestra los resultados de la estimacion de la probabilidad
de falla y el riesgo utilizado los modelos estimados mediante el método propuesto. La
validacion de los modelos ajustados sugiere que debido a que los estadisticos estimados
son PRESS = 82022 y R%ppes = 0.9749, el modelo ajustado es capaz de realizar
predicciones acerca de la vida de los intercambiadores de calor. Por lo tanto, se cumple
con el objetivo de generar una metodologia estadisticamente confiable para incorporar
los efectos de factores operacionales sobre la estimacion de la probabilidad de falla y su
utilizacién para la gestion de mantenimiento basado en la metodologia RBI.

Por otro lado, en el caso de la maquina de insercion, (capitulo VI, seccion, 6.1.2) se
realiz6 una comparaciéon entre el método convencional de riesgo proporcional paramétrico
Weibull y el método propuesto, para mostrar la disminucion del efecto de la colinealidad

sobre los parametros estimados Bj, sus pruebas de hipotesis y la probabilidad de falla
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estimada.

Para esta aplicacion, el ntimero de condicion fue k. = 10, 512. Los resultados mostrados
en la tabla 6.6 sugieren que mediante el método convencional los parametros 1, 2, 3 y 5 son
significativos en el modelo siendo que para el modelo propuesto los factores significativos
son solamente el 1, 3 y 5. Esto significa que el tnico factor operacional que esta afectando
significativamente la confiabilidad del dado es la velocidad de insercion y en cierta forma
aunque no es estadisticamente significativa, la profundidad del pusher.

Con estos resultados, se muestra que mediante la utilizacion de los fundamentos del
modelo de Regresion Ridge y diagnosticos de colinealidad adaptados al modelo de riesgo
proporcional, se permite obtener pardmetros més estables (referente a la hipotesis general
e hipotesis especifica nimero 1), mostrando un efecto significativo sobre el estadistico de
Wald; es decir el estadistico refleja el efecto que el gradiente tiene sobre los coeficientes
estimados (hipdtesis 3 y 4). Los estadisticos estimados para la validacion del modelo son
PRESS = 2230y SST = 15.454 lo que estima un R%ppqq = 0.8613. Esto respalda que
el modelo ajustado es capaz de realizar predicciones acerca de la vida de los componentes
y es factible utilizarlo para estimar probabilidad de falla, tasa de falla y vida mediadle
componente.

Es conveniente mencionar que en muchas situaciones el modelo de Cox semi-paramétrico
tiene ventajas sobre los modelos paramétricos debido a la estructura del riesgo base. Se
puede decir que el modelo de Cox es igualmente eficiente que los modelos paramétricos,
incluso ain cuando las asunciones del modelo parameétrico se cumplen, el analisis mediante
el modelo de Cox es maés eficiente (Harrell, 2001).

Lo anterior se ve reflejado en la capacidad de prediccion del modelo, el cual es apenas
aceptable considerando que R} ppgq es casi 85 %. Para este caso se sugiere la utilizacion
del modelo semi-paramétrico. Este modelo obtiene un PRESS = 0.008 que con respecto
a SST = 1.0613, calcula un indicador de prediccion de R%,nq = 0.9816, por lo tanto,

para este caso es mejor opcion el modelo semi-paramétrico. Debido a la capacidad del
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modelo, el caso 3 (capitulo V1, seccion 6.1.3) muestra una aplicacion completa para una
herramienta de corte en un proceso de maquinado.

La tabla 6.9 muestra los resultados del ajuste del modelo semi-paramétrico, incluyendo
la comparacion entre el método propuesto y el método convencional; dado que el nimero
de condiciéon fue alto k. = 2.79¢ + 8, se ajustd el modelo propuesto con valor de k =
0.0288 para estimar los nuevos parametros. Podemos observar una gran diferencia entre los
coeficientes estimados mediante el método actual utilizando inicamente Newton-Raphson
y el método propuesto que estima unos nuevos parametros. El efecto de la colinealidad
también se observa en el error estandar del coeficiente, el cual, con la estimacién del
método propuesto se reduce significativamente. Ademas, el valor de probabilidad valor —p
para la prueba de hipotesis (Wald Test) de los parametros estimados mediante el método
convencional, sugiere que ningn pardmetro es cero, sin embargo el método propuesto
muestra que solo el coeficiente 1 no lo es, es decir, que solo X; : la velocidad de corte afecta
la vida de la herramienta; con los resultados de éste caso, se comprueban las hipotesis
especificas 1-4.

Ademés, en la validacion, los estadisticos estimados para el modelo son PRESS =
0.0014 y un SST = 1.865, lo que estima un R%ppgs = 0.991. Esto sostiene que el modelo
ajustado es capaz de realizar predicciones acerca de la vida de la herramienta de corte.

Con lo anterior, se demuestra que la aportacion es importante, ya que se logré cumplir
con el objetivo de generar una metodologia estadisticamente confiable para incorporar los
efectos que el medio ambiente operacional tiene sobre la estimacion de la probabilidad
de falla y a su vez del riesgo utilizado para la gestion de mantenimiento basado en la
metodologia RBI. Por lo tanto, dado que la probabilidad de falla es estimada de forma
correcta y confiable, se aporta una herramienta para asegurar que los anélisis que realice
la gerencia, tengan un soporte estadistico razonable.

En cuanto al trabajo futuro, se pretende extender la metodologia propuesta en modelos

como la regresion logistica, los cuales también son afectados por la colinealidad debido al
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método de estimacion de parametros. Ademas, también se considera como trabajo futuro,
utilizar algin otro método de optimizacion numérica como el Newton-Cauchy o el Quasi-
Newton que realizan modificaciones al Hessiano para estabilizar la estimacion (Nazareth
et. al. 2003).

Otra aplicacion e investigacion futura seria aplicar modelos de distribuciéon mas ge-
nerales como lo es la gama generalizada para la funcién de riesgo base en los modelos
de riesgo proporcional. Es posible que para modelos como la gamma generalizada la es-
timacion de los parametros sea de alguna manera subéptima, debido a la forma que éste
tipo de funciones presenta. Adicionalmente, se podrian adecuar a los modelos de riesgo

proporcional, algunas otras técnicas existentes para el tratamiento de la colinealidad.
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Anexo A

Apéndice 1

Este apartado muestra algunas herramientas y desarrollos necesarios para conformar

la metodologia propuesta.

A.1. Matriz aumentada S para estimar unos nuevos [p

La matriz I-'(3;) de covarianzas, contiene la informaciéon sobre la relacion multiva-
riante entre cada una de las variables y el resto. El contenido de la matriz de covarianzas

inversa se detalla a continuacion (Pena, 2002).

A.1.1.

Por filas y fuera de la diagonal, contiene los coeficientes de regresion de la variable
correspondiente a la fila explicada por todas las demas, cambiados de signo y multiplicados

por la inversa de la varianza residual. Si llamamos s a los elementos de la matriz:

g1 = P (A.1)

57
20i)

donde f3;; es el coeficiente de regresion de la variable j para explicar la variable i, y s2(i) es

la varianza residual de la regresion. En la diagonal, contiene las inversas de las varianzas

residuales de la regresion de cada variable con el resto.
. 1
s = —— (A.2)

s7(1)
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A.1.2.

Si se tiene la matriz particionada S, a la variable 1 le llamaremos y, y el resto lo

llamaremos R, entonces:

2 T
_ 151 ¢
=[5 %], s

donde s? representa la varianza de la primera variable, cix el vector de covarianzas entre
la primera variable y y el resto; Sg representa la matriz de varianzas y covarianzas del
resto. Para obtener su inversa, es necesario estimar la inversa de una matriz particionada.

Supongamos la matriz:

All A12
A= A4
{ Aoy A 1 ’ (4.4)

se puede obtener la inversa de la matriz particionada A, en otra matriz de 222 de manera
que los términos diagonales A y Aso sean matrices cuadradas no singulares (Penia, 2002),

como se muestra en al ecuacion (A.5).

B! —B7 1A A
A= 12 A
|: —AQ_QIAngil A2_21 +A2_21A21B71A12A2_21 :| ’ ( 5)

donde B = (AH — A12A521A21). Entonces, para la matriz particionada S, dada en (A.3),

la inversa sera:

-1
1 _ (S% — C{RS}EICU%) A12
S { A, A, (A.6)

Ademés, dado que c;i contiene la relacion entre la primera variable y con el resto x,

y Sk representa la matriz de covarianzas de X, los coeficientes estimados serian:
Gir = Sgp'cir (A7)
Para encontrar una relacién adecuada, se usa la identidad bésica del ANOVA:
SST =SSR+ SSE, (A.8)

donde:

SST = s%, la varianza de la primera variable.
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SSR = 47§
= H{pSrbin
= 1S5 SpSE eir
= ISy R
SSE = s%(1), donde s%(1) es la varianza residual.

Sustituyendo estos términos en la identidad (A.8), obtenemos:

57 = cipSg'c1r + 52(1) N
, (A.9)

s? =57 —cipSp'cir
Si se compara esta expresion (A.9) con la del primer término de la matriz S~'dada en
(A.6), concluimos que el término diagonal primero de S~'es la inversa de la varianza de
los residuos, por lo tanto los términos diagonales de S~!son las inversas de las varianzas
residuales en las regresiones entre cada variable y el resto.
Para obtener la expresion de los términos fuera de la diagonal de S~!, aplicaremos la
formula para la inversa de una matriz particionada (A.5).
Ay = —B A AL
— [T S7! (A.10)
= —[s; (V)] Ok
Y por lo tanto, las filas de la matriz S~'contienen los coeficientes de regresion (cam-

biados de signo) de cada variable con relacion a las restantes, divididos por la varianza

residual de la regresion. Entonces S~! puede escribirse:

s72(1) s (0P
STt=1 .. (A.11)

—s5.2(p)Blr - 52(p)

A.1.3.

Dada la relaciéon anterior, la matriz aumentada para el modelo sera:

[ ]
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donde H representa el Hessiano formado por las 2%° derivadas parciales de la funcién de
log-verosimilitud con respecto a los parametros, evaluado en los coeficientes estimados y
SST es analogo a s3.

En los modelos de regresion lineal el coeficiente de determinacion R? representa la

proporciéon de varianza explicada por el modelo, este coeficiente se estima:

SSE _ SSR

2
-1
R SST  SST

(A.13)

Por otro lado, el coeficiente R? para un modelo general esta dado por (Madala 1983),

(Cox y Snell 1989), (Magee 1990), (Nagelkerke 1991):

Lo 2/N
RP=1- {—} (A.14)
Ly

Hosmer y Lemeshow (1989) mencionan que éste coeficiente es andlogo al coeficiente

R? de regresion miiltiple. Dicho lo anterior, y mediante la relacion (A.13) y (A.14), SST

se estima como sigue:

SSR
SST = 7 (A.15)
donde SSR se estima en la identidad dada en (A.8):
SSR=f3THpj (A.16)

Por otro lado, los vectores correspondientes a Sia y So1 de la matriz dada en (A.12),
se estiman como Hessiano (I:I ) multiplicado por los parametros Bj. Como ya se menciond
en (A.7), los componentes Sio y Sa1, (es decir ¢1r ¥ ¢l) representan la relacion que existe
entre la primera variable y las demés variables ¢z = 27y , la cual puede ser reescrita
como:

ClR:XTXﬁ:Sm Yy Clr = (XTXﬁ)T:Sm (Al?)

Dada la relacion anterior, los componentes S1o v So1, estardn dados por:

ar=HB=51n y cgr= (Hﬁ)T = S12 (A-18)
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A.2. Estimacion del valor &

Lawless y Wang (1976), propusieron para estimar el valor k:

P
. — (A.19)
pHXTX)pB
Para incluir informaciéon del ajuste del modelo para la respuesta predicha, se agrega

de la identidad del ANOVA (A.8):

p [SST—SSR}
n—p

h=—t 2 d (A.20)
BY(XTX)B
A.3. Estimacion de la inversa de la matriz Sk y los

nuevos parametros (Op

Aplicando la inversa de una matriz particionada dada en (A.6), obtendremos Sk™!,
la cual contiene la informacion necesaria para la estimacién de los nuevos parametros
fr. Los componentes fuera de la diagonal contienen los coeficientes (cambiados de signo)

divididos por la varianza residual s, 2.
Skiy = —[s2(1)] " Bl (A.21)

Y dado que el componente Sk;;' de la matriz es la varianza residual s2, los nuevos g
se estiman como:
-1

ﬁRj = _Skj—l_ll paraj = 2, 3, ...p (A22)

A.4. Pruebas de hipo6tesis para los parametros estima-

dos Or

El método cominmente utilizado para realizar las pruebas de significancia a los para-
metros estimados es la Prueba de Wald ( Wald Test), para el cual es necesaria la estimacion

del error estandar. Xue et al., en el 2007, demostr6 que la utilizacion del pseudo error
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estdndar tiene un mejor desempeinio con respecto al estimado en el método de Regresion

Ridge. Este pseudo error estandar se calcula como sigue:

1/2

se = [diag ((H + Ik)™")] (A.23)

A.5. Estimacion del riesgo Ag y la confiabilidad go(t) del
modelo de Cox

La estimacion del riesgo y de la confiabilidad se realiza dependiendo del modelo uti-
lizado, es decir, si el modelo es paramétrico, simplemente se reemplazan los parametros
estimados en la funcion de riesgo proporcional y de confiabilidad correspondiente a ese

modelo paramétrico y se realiza la estimacién dados los covariables.
A(t, z) = Ao exp(X ), (A.24)

donde \g representa la funcion de riesgo base paramétrica.

Por otro lado, si el modelo es semi paramétrico, es decir, la funcién de riesgo base no
tiene una forma especifica, existen algunos métodos para la estimacion del riesgo, entre los
cuales destaca el propuesto por Breslow (1972) y el propuesto por Kalbfleich y Prentice
(1980).

e El estimador de Breslow

. t
La funcion acumulada de riesgo Ag = [ A\o(u)du puede ser estimada por:
0

A 5;
M= D S X (A.25)

Jit; <t
donde, §; = I(T; < Cj). La funciéon de confiabilidad Sy(t) = exp[—A¢(t)] puede ser

estimada mediante:

N A~

So(t) = exp[—Ao(t)] (A.26)
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La funcién de confiabilidad estimada para cada individuo con un valor de covariable

esta dada por:

So(t,z) = exp |—Agexp(3X) (A.27)
e El estimador propuesto por Kalbfleich y Prentice (1980)
La confiabilidad acumulada de un individuo con covariables es:
S(TIX) = [So(T)] exp(X3) (A.28)
La confiabilidad base estimada Sy(T") es calculada del riesgo acumulado usando:

So(T) = [ e (A.29)

El valor de o4 es la confiabilidad condicional base al tiempo T, el cual se estima

resolviendo la funcion de verosimilitud condicional (A.30):

> ba =0 (A.30)

donde )
0, = exp (Z xi,ﬂi> (A.31)

Cuando no existen repeticiones a un tiempo particular, D; contiene un solo individuo
y la ecuacion (A.30) puede ser solucionada directamente:

6,—1

(A.32)

Por otro lado, cuando existen repeticiones, la ecuacion (A.30) debe ser solucionada

iterativamente. El punto inicial del proceso iterativo es:

—m

Qp = ex _ A.33
t p Zer ( )

reER;
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Una vez obtenida &, el riesgo base se estima mediante:
hO(Tt> — 1 - dt

El riesgo acumulado es:

~

Ay(T) = —1og (S(T))

Por lo tanto, el riesgo acumulado considerando covariables es:

A(TX) = — exp(X ) log (So(T))
Y la confiabilidad acumulada incluyendo covariables sera:

S(T|X) = Sgo?)
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(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)



